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DGL

m  Grundlage

m  Klassifikation

m  Anwendung von lin. Ggln. M. konst. Koeffizienten

Nécshte Woche

m  Losung der lin. Dgln. M. konst. Koeftizienten auch mit Laplacetransformation

m  Niimerische Losungsverfahren fiir Dgln. 1. Ordnungen(z.B Runge-Kutta)
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Grundlage

m  Als Differentialgleichungen bezeichnet man Gleichungen, die auBler einer Funktion auch
deren Ableitung enthalten.

®  Wir sind gewohnt, Funktionen mit {{x) zu bezeichnen. Bei Differentialgleichungen heil3en
Funktionen allgemein immer y(x) (hochstens einmal x(t), y(t)).

m  Warum?

®  Nun, man kann sich im Zusammenhang mit Differentialgleichungen vieles im x; y-
Koordinatensystem veranschaulichen. Oft ist es dabe1 sinnvoll, sich Funktionswerte y(x) als
Werte aut der y-Achse vorzustellen.
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entwickelt wurden -> Nachzuschlagen in den géngigen Werken (bspw. Merziger (2004)
oder Bronstein et al. (2001): Taschenbuch der Mathematik, Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am

Main)

m  Viele DGLs lassen sich nur numerisch l6sen -> keine exakt-analytischen Losungen, nur
Niherungslosungen mit numerischen Integrationsverfahren (Einschrittverfahren, insb.
Runge-Rutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4), oder Mehrschrittverfahren)
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Problemlésung mit DGL

®m  In der Analysis verwendet man Taylorreihen, um Funktionen in der Umgebung bestimmter
Punkte durch Potenzreihen darzustellen

m  Taylor-Formel, um Funktionen in der Umgebung eines Punktes durch die sogenannten
Taylor-Polynome anzunéhern.

m  Bei Taylorverfahren, werden die Ableitungen von f benétigt.

m  Verfahren, die ohne explizite Kenntnis der Ableitungen von f auskommen, werden in der
Praxis bevorzugt, weil geschlossene Ausdriicke fiir die Ableitungen von f oft nicht vorliegen
und geeignete Approximationen (z.B. durch Differenzenquotienten) aufwendig zu bestimmen
sind.

®  Die meistverwendeten Verfahren sind die DGL , die sog. Runge-Rutta-Vertahren

m  Bevor wir die Runge-Kutta Verfahren ansehen, wiederholen wir ein Paar verfahren der
DGL...
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KRlassikation

Siehe Klassifikationsdatei

B Gewohnliche/Partielle

m  Linear/Nicht Linear

m  Homogen/nicht/homogen
u

Konst. Koeffizienten/Variable Koeftizienten
Wetter...
®  Ordnung
m  Trennbare/Nicht trennbare Variablen

m  Explizit/Implizit...

m  Losungsansitze
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Ordnung von DGL

®  Die Ordnung einer Differentialgleichung eine wesentliche Kennzeichnung. Die Ordnung
einer Differentialgleichung wird beschrieben durch die hochste Ableitung, die in der
Difterentialgleichung vorkommt.

m /B

O Soisty*“-3y“+ 3y‘-1=sinx eine gewdhnliche, lineare, nicht homogene Differentialgleichung 3-ter
Ordnung. 3-ter Ordnung weil y*“‘ die hochste Ableitung ist .
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Trennbare/Nicht trennbare Variablen

m  Gilt nur fiir Gewohnliche DGL 1.0rdnung. DGL der Form

8@ dy g
h(y) T dx k()

Methode der Trennung der Variablen
1. Man trennt die Variablen durch Umstellung von und erhilt
hiy)dy = glz)dr.
2. Unbestimmte Integration f hiy)dy = f g(x)dzx liefert die implizite Dar-

stellung H(y) = G(z) + C der allgemeinen Lisung, wobei H{y) und G{x)
Stammfunktionen von h{y) und g(r) sind.

3. Wenn es maglich ist, wird die implizite Darstellung der allgemeinen Losung
nach y aufgelost.
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Explizit/Implizit...

m  Explizit heifit hochste Ableitung der DGL auf einer Seite haben.
m 7B

yr.r.r — yn + y: _ ﬁy
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Gegeben : homogene DGL

m Losen iiber Ansatz

dy
—+p-y=0,  y(0)=y,
dx
Der Ansatz y(x)=K-¢ ™ 15st obige DGL — zur Bestitigung Ausprobieren! Allerdings 16st dieser Ansatz nur

diese DGL. er ist nicht geeignet fiir andere DGL! Beispielsweise ist der Ansatz y(x)=K.¢ ™ fiir die DGL
- 1 2

DL py=0falsch, da L (K-e#)+ f-K-e =K fe? + fK-e¥ 20

ax e’

Nun also bekannter Ansatz fiir obige DGL: y(x)=K-¢**

Besttmmung von K durch Einsetzen von  y{0)=y,.
Losung: y(x)=y, & "
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Gegeben : homogene DGL Beispiele

m  Aufgaben
a) y'+4y=0 b) vV'+2y=0 c) —3y' =8y d) ay'—by =0
m  Losungen
8. L
a) y=C-e™ b) y=C-e " c) y=C-e? d) y=C-e?
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Gegeben : homogene DGL

m Losen iiber Ansatz

d
—dy+ﬁ-y=0, 1(0)=y,
X

Eine andere Maglichkeit, schnell DGL zu ldsen. 15t das Losen durch Tremmng der Variablen. Man sortiert
hietbet nach aufiretenden Vanablen und 1&st das Problem durch Infegration. Manchmal lassen sich die
Variablen aber micht voneinander lésen. Dann miissen andere Wege beschritten werden (die hier nicht weiter
erliutert werden ).

ay 1
. =M.y — | . d’x
w- Py = =P

dy
i v=0
+5-y = v

¥z} ¥
= [Ja=fpa
o ¥ ]

= In(y{x)-ln(0)=-F-x = ]ﬂm =—f8-x
¥(0)

YO _ o YxX)=y,-e™*

yi0)

Wie man sieht, bekommt man auf beide Arten (gliicklicherweise) dasselbe Ergebnis.
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Gegeben : iInhomogene DGL

m Losen iiber Ansatz
e
dx
Die Lisung emner inhomogenen DGL setzt sich aus der Losung der homogenen DGL und einer speziellen
Losung zusammen.

+B-y=u. ¥0)=y

a) Losen der homogenen DGL %+ﬂ-_}:=0 = y,(x)=K-¢”* (Achtung: Das K wird hier noch nicht
bestimmt!)

b) Bestimmen einer speziellen (partikuliren) Losung y,(x) =% {Diese Partikularlosung erfiillt ebenfalls die
gegebene DGL - Ausprobieren!)
¢) Gesamtldsung: p(x)=y,(0)+y,(x) = ()= K.gfs +%

Bestimmung von K durch Finsetzenvon ¥0)=), = K=y, _%_

Losung: »(x)=(ro ~/) ¢ + 5
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Gegeben : Inhomogene DGL Beispiele

m  Aufgaben

Losen Sie die folgenden inhomogenen Differentialgleichungen 1. Ordnung
durch Aufsuchen einer partikul&ren Lésung

a) y'=2x—y b) y+2y=4-¢" c) Yy +y=e”

d) y—4y=5-sinx e) y'—=5y=cosx+4-sinx

n L6sungen

a) y=C-e "+2x-2 b) y:(,'-ezr+%-65x c) y=C-e " +x-e"
o L ) ) 20 5
d —(.e* =C,smx+(C, -cosx (C,=—— (,=——
) . ] ] 19 9
e —(C.eF =C,-smx+C,-cosx (C,=—— (C,=——
) v, Yo 1 2 1 26 2 26
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Gegeben : iInhomogene DGL

m Losen iiber Ansatz
e
dx
Will man sich das Finden der Partikulirldsung (und das Merken dieses Losungsweges) ersparern,
kann man die inhomogene DGL auch in eine homogene DGL transformieren.

+B-y=p. y(0) =1

] \ ' I-_-;h.' lu
Umstellen der DGL liefert: ﬂ+ V=4 = £+ y—pu=0 = —4+8-(y—)=0
e B-y=1 b B-y-i e ﬁﬁxﬂ}

Die Konstante —% kann in das Argument der Ableitung hineingezogen werden, da

diy-& gy d(-£
B _ {-"'}_da B =0, also kann die DGL geschrieben werden als:
dx dx dx
dy-£

T‘B+ﬁ-{y—%}=ﬂ. was wiederum emer DGL der Form §+ﬁ'-:=ﬂ entspricht.
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Gegeben : Inhomogene DGL weiter...

Diese DGL wird nun wie unter Al oder A2 gelost (Wichtig: Wir suchen eine Losung fiir v, also mul
z=;p—% wieder zum Schiub wieder benutzt werden! Die Lésung zu §+ﬁ-z={} ist zZ(x)=K-&**, mit

z =;p—% folgt also: z(x)= y{x}—%=}:-e"5’ = yx)=K-e™ +§- Die Bestimmung von K erfolgt mit
Hilfe von y(0)=y,. also K=}, WK so dal die Gesamtlisung wie ber Weg Bl lautet:

5
V) = (=) "+ 2
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Gegeben : homogene 2. Ordnung DGL

nicht Klausur relevant.

m Losen iiber Ansitze
ay”' +by' + ey=0

m In quadratische Gleichung umformen,gk® + bkl + ck® =0 => ak* + bk +c =10

und 16sen mit —b+VBb® — 4ac
k‘l T = —
= 2a

m 3 mogliche Ansitze
O 2 unterschiedliche reelle Losungen =>y = €, eM* 4+ C,e*z*

_ kx
O 2 gleiche reelle Losungen => ¥y=(Cix+ Ca)e

O Konjugiert-komplexer Paar => ¥ = e™*(Cysinfx+ Czcosfx)
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Weitere Beispiele DGL

Lésen Sie die folgenden\ Dgl. 1. Ordnung und geben Sie das angewendete
Lésungsverfahren an

a)y'=y b) ¥’ =4x o phsli
- +3

d) y'_xy:() e) yr+2281nx f) y,:x y
X X
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Weitere Beispiele DGL

a) Trennung der Variablen y=C-¢"

b) Trennung der Variablen y =2x* +C
c) Aufsuchen einer partikularen Lésung:

—X

y,=C-e™ y =C-x+C, C =4 C,=-4

12
d) Trennung der Variablen y=(C"¢?

e) Variation der Konstanten y = L (- xcosx+sinx+C)
X

f) Variation der Konstanten y = _iﬁ C.y
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Wissensfragen!

Allgemeine Wissensfragen

Was verstehen Sie allgemein unter dem Begriff "gewohnliche
Differentialgleichung"?

Was verstehen Sie unter der Ordnung einer gewohnlichen Dgl?
Was ist das Ziel bei der Lésung einer Dgl.?

Erklaren Sie den Unterschied zwischen einer homogenen und einer
inhomogenen Dgl.

Worin besteht der Unterschied zwischen der impliziten und der expliziten
Darstellung einer Dgl.?

Welche Vorgehensweisen kennen Sie fur die Lésung von Dgin. 1.
Ordnung?
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Numerische Losung...

®  Runge Kutta Nichste Woche
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