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Potenzreilhen

Die wichtigsten, in den Anwendungen auftretenden
Funktionen lassen sich als Potenzreihen der Form

den sog. Taylorreihen darstellen. Diese Entwicklung
liefert eine Mdglichkeit, um Funktionen wie z.B.

e, sinx, cosx, +Vx, Inx

explizit zu berechnen, indem nur die Grundrechen-
operationen (+, —, <*, /) angewendet werden. Des-
wegen ist es fiir Anwendungen wichtig, dass fiir
gegebene oder komplizierte Funktionen Niherungs-
formeln zur Verfiigung stehen.
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Potenzreilhen

Ein Taschenrechner bietet neben den Grundrechenarten auch weitere
Funktionen an, z.B. die Berechnung des Kosinus oder des Sinus. Die
Bestimmung solcher Funktionswerte wird nicht exakt, sondern durch
Niherungen auf geniigend viele Dezimalstellen durchgefiihrt.

Definition:

Funktionenreithe wird eine Reihe genannt, deren Glieder Funktionen
einer unabhiingigen Variablen x sind:

o0

> fo¥) = fi(x) + Fylx) + o () +

n=1
Partialsumme heildt die Summe der ersten n Glieder dieser Reihe:

5,(0)= X Fo(%) = 1,(0) + Fr(0) + .+ 1, (%)
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Potenzreilhen

Die wichtigsten Funktionenreihen sind die Potenzreihen der Gestalt

Z a x" = +{I1T+{.'2T +...ta x"+ ...
=0

[+ 4}
Z a, T—‘x‘} —a0+nl{x—x0}+a2(x—xﬂ}2+...
nmg ——

M
+a,(x — xp)" + ...

wobeil die Koeffizienten a, und die Entwicklungsstelle X, konstante

Zahlen sind.
Beispiele:

ol
2
:Z®:1+x+x +...+x"+ ..., a, =1
n=0

S x  x? x" 1
n=

(_1}n+1
n n
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Potenzreilhen

[+ 4]

Bei einer Potenzreihe P (x) = Z a x
n=0

H

hiingt der Wert eines jeden Gliedes und damit der
Summenwert vom Wert der unabhiingigen Variab-
len x ab.

Im Folgenden untersuchen wir das Konvergenzver-
halten einer Potenzreihe.

Definition:

Die Menge aller x-Werte, fiir die eine Potenzreihe kon-
vergiert, heiit Konvergenzbereich der Potenzreihe.
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Potenzreilhen

Konvergenzbereich einer Potenzreihe

ol

Fiir x = 0 konvergiert jede Potenzreihe Z a x "und besitzt dort den
n=0
Summenwert P (0) = dy. Es gibt Potenzreihen, die nur fiir x = 0 kon-

vergieren und solche, die fiir alle x konvergieren.
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Potenzreilhen

ol
Zu jeder Potenzreihe Z a, x n, die nicht iiberall konvergiert,
n=0

gibt es eine positive Zahl r, Konvergenzradius genannt, mit den folgen-
den Eigenschaften:

1. Die Potenzreithe konvergiert iiberall im Interval lx | < r.

(B

Die Potenzreihe diversiert fiir 1 x> r.

P ]

3. Man setzt r = 0, falls eine Potenzreihe nur an der Stelle x = 0 kon-
vergiert.

4. Uber das Konvergenzverhalten der Potenzreihe in den Randpunkten
-r und r lassen sich keine allgemeingiiltigen Aussagen machen.

a

Der Konvergenzradius kann mittels 7 = lim berechnet werden.

n—oo | T4
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Potenzreilhen

ol
Wir bestimmen den

. 5 . n
Konvereenzradius r einer Potenzreihe Z a, X,
n=0

oD

Nach dem Quotientenkriterium von d'Alembert konvergiert die Reihe Z b, .
wenn sie die Bedingung

n=>0
. +1
lim | — <1
n— o0 n
erfiillt.
n _ n+l1
b”—ﬂ'.‘f 2 bn+l_an+lT
n+1
a a
lim ntll = fim AE = lim s =
H— 0 n n—co a. X n—0 ‘T”
. +1 . n+1
= lim Jx]=]x]|- lim 1
n— = n—w o
1 . -
x| < = lim = (alle a_ = 0)
lim D1 B
¥ — o0
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Potenzreihen
m  Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen

m  Aufgabe 1 P(x)= 2 =

m  Aufgabe 2 P(x) = Z A

m  Aufgabe 3 =i n-2"

10
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Aufgabe 1 (Potenzreihen)

- * n 2 n n+1
X X X X X
P(x)= 2, a,x" = = =1+ L
=0 =0 ™! 1! 2! n! (n + 1)
_ a
r = lim

ntl o (p+1)

: a o (n+1) a(n+1 :
¥ = lim — | = lim = : ): Im (n+1) =
noew | 0,1 n—sm 1 n! -

Die Reihe konvergiert iiberall.
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Aufgab 2 (Potenzreihen)

2 3
X X X X |
D R RN
R 3 32 33 mooogm
a n+1
r = lim = |lim . =3
n—ao ﬂil’l+1 n— oo 3

Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Potenzreihe
in den Randpunkten x = -3 und x=3.

Die Reihe divergiert im Punkt x = 3.

x=-3: P(x)= 3 ;— S P =Y By g
n=>0

Die Reihe divergiert im Punkt x=-3.

Der Konvergenzbereich der Reihe ist x € (=3, 3)
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Aufgabe 3 (Potenzreihen)

£ n 2 3

h's X X X 1
P(x}:Z - = -+ =+=+ ..., a, = -
n=1 n 2 2 8 4 H 2
e n+l1
. . n+1)2 : 1
¥ = lim = lim { - = lm 2-|1+—|=2
n—ow | T4 n— n2 n— o0 n

Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Potenzreihe in den
Randpunkten x=-2 und x=2:

[+ &} TH ol 2” [+ &] 1
x=2: Plx)= ‘ — Plx)= — -
ngl n-2" ngl n-2" S, N

Die harmonische Reihe divergiert.

x=—-2: P(x)= Z al — P(x) = i (:_

n=1 I?Z n=1 M -

2)" 5 (=17
27 Z

Diese alternierende harmonische Potenzreihe konvergiert.

Die Reihe konvergiert im Intervall x € [—2, 2
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Potenzreilhen

Die geometrische Reihe: P(x) = Z =l
n=0

o0

a
H

= lim L Im 1 =1
n—oo n— a0

Konvereenzradius: r = lhm

L e Y
n—aoo

an+l

Die Reihe konvergiert fiir x| <1 und divergiert fiir Ix1> 1.

Die Reihe besitzt im Konvergenzbereich — 1 < x < 1 den “Summenwert”
2 3
S=1l+x+x"+x +... =
B 2 3 _ 2 _
S—-1=x+x"+x+...=x(1+x+x"+...)=x S
1

S—1=x5 = (1-x)8§=1 = §-=

1
1 — x

- 14+ x+x+... =

(-1 <x<1)

Im Interval — 1 < x <1 kann die Potenzreihe P (x) als eine spezielle
Darstellungsform der gebrochenrationalen Funktion f(x) = 1/(1-x) ange-
sehen werden.
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Potenzreilhen
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Taylorreihe

m  Taylorreihe und Taylorpolynom

®m  In der Analysis verwendet man Taylorrethen, um Funktionen in der Umgebung
bestimmter Punkte durch Potenzreihen darzustellen

m  Taylor-Formel, um Funktionen in der Umgebung eines Punktes durch die
sogenannten Taylor-Polynome anzunihern.

m  Taylorreihe = unendliche Summen
m  Nachteill = konnen nicht in endlicher Zeit errechnet werden, deshalb
m  T-Polynom = endliche Summen (Néherung)

16
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Taylorreihe

®m  [nstrument um Potenzreihen zu finden aus beliebiger Funktionen durch simples
einsetzen

®m  niherungsweise Berechnung von Funktionswerten

Allg. Formel:
< FM(X%,) ,
Tf(x)zznzo Nl (X_Xo)

m  Unsere Formel: f(x)= {{0)+ ' (0)x + " (0) -x* + ...
2!

®  Wozu noch? ->Integration von Funktionen, indem Potenzreihenentwicklung und
anschlieBend gliedweise Integriert

17
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Taylorreihe

m  Satz 1: f: I->R soll mindestens (N+1)mal stetig differenzierbar sein. Xy X sind
Teilmengen von I.

®  Dann gilt:
f(x)= f{xo)+ I (Xo) (X = Xo) + {7 (X0) -(X=X0)? + (X)) (x= %)% + ... +7 (X,) -(X=X,)" +Ry4(X)
2 3! N!
wobel es existiert ein z zwischen x, und x sodass
Ryi (%) =12 (2) o(x= x, )N

(N+1)!
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Taylorreihe

Taylorpolynome mit Entwicklungspunkt 0 fiir

flz) = . —0,8<z<0,8

1. Ordnung
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Taylorreihe

m  Rot = gleiche Funktion Blau = Polynom von Grad <=3

3. Ordnung

- ) T T T T PP

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 0.6 08

20
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Taylorreihe

m  Rot = gleiche Funktion Blau = Polynom von Grad <=5
5. Ordnung
26 — 1 :
24 - i

21
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Taylorreihe

m  Rot = gleiche Funktion

7. Ordnung
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Blau = Polynom von Grad <=7

-0.2 0 02 0.4 0.6 08
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Taylorreihe

m  Rot = gleiche Funktion Blau = Polynom von Grad <=9
9. Ordnung
= : : : : : : :
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Taylorreihe

Tavlorreithe einer Funktion:

fix)=f(xg) + f l{!xﬂ} (x — xg) + f Z{Tx ) (x — xﬂ}z + -
f " (x,)

o — Entwicklungszentrum oder Entwicklungspunkt

I. Fiir das Entwicklungszentrum 0 geht die Taylorsche Reihe in
die Maclaurinsche Reihe iiber.

2. Der Konvergenzradius r der Taylorsche Reihe wird nach der
Formel

a

n

r = lim

nm—ad

an+l
bestimmt. Die Reihe konvergiert dann iiberall im Intervall
Xy~ TF<Xx<x,+r
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Taylorreihe

m  Aufgabe 1

Entwickeln Sie die Funktion f(x) in eine Taylorreihe nach
Potenzen von x -2

f(x)=4x>-3x*+5x—-1

m  Aufgabe 2

Entwickeln Sie die Funktion f(x) in eine Taylorreihe um

das Entwicklungszentrum - 1 und bestimmen Sie den Kon-
vergenzradius:

1
2
X2

f(x)=

xn:—l

Fomuso Ekellem Angewandte Mathematik und Programmierung

25



=

Aufgabe 1 (Taylorreihe

fixg) f'(xg)
f(x)=f(xq) + llu{x_xﬂ)+ 2![}

Entwicklung einer Funktion in die Taylorreihe um die Stelle x = 2:

f'(2) fr(2)
fix)= f(2)+ T (x —2) + = (x —2)° +...

f(x)=4x>-3x*+5x—1

f'(x) =12x*—6x+5  f'"(x)=24x—-6, f'''(x)=24

f™2)=0 a=z4
f(x) = 29 + 41 (x—2)+¥(x_2)2+% (x—2)3 _

= 29 +41 (x=2)+ 21 (x=2)%+ 4 (x=2)3
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Aufgabe 2(Tavlorreihe)

1
f{le:?: X[]__]-
1 1
= — —1) = = 1
=" fe= s
2 2
X)=——, —1) =— = 2
rw=-%, fen=-
2-3 3! 3!
fr(x)= pralwE fr(-1)= {_1)4=3'
R e L EE
X X (—1)
in) _ n{n'l'l)! (m) _ n (H+ ]-)T _
F0(x) = (-1 BEDL gy = L= (n+1)
x { 1)n+

27
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