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Zahlenfolgen und Konvergenzkriterien

Definition: (Zahlen-Folgen, Grenzwert)
Eine Folge ist eine Abbildung der natirlichen Zahlen in die Menge A. Es ist also im Fall A:= R ;
f:N —»> R mit f(x)=(a,) eine reelle Folge. (Wir betrachten im Folgenden ausschlielilich reelle Folgen)

Dabei bezeichnen wir die Elemente der Folge als Folgenglieder und bezeichnen diese mit a,,.

Eine reelle Folge heil3t konvergent, wenn es ein ac R und zu jedem ¢ >0 einen Index ng gibt, von dem ab
lan — a] < ¢ ist. Ein solches a heil3t Grenzwert der Folge (a,) und wird mit Iim a, bzw. a, > afirn>wx.

n—ow

Satz: (& -ng-Kriterium und aquivalente Aussagen)

Sei f=(a,) und I|im a, = a

n—o

1< Ve >0 gibt es mind. ein n, € N, so dass fur alle n > n, gilt:
la, —alke.
< Fur alle ¢ >0 qilt | a, —a< ¢ fur fast alle n
< Fur alle ¢ =0 gilt | a, —a|> ¢ fur héchstens endlich viele Ausnahmen n.

Das ¢ -ng-Kriterium fordert, dass der Grenzwert schon bekannt ist oder erraten wird, bevor man den
Nachweis der Konvergenz erbringen kann. Es gibt Methoden auch Folgen auf Konvergenz hin zu
untersuchen ohne vorher den Grenzwert zu kennen.

Beispiel:
2
n- -1

Beweisen Sie Iim >
e 3n° + 1

= 1/3 durch Ruckgang auf die & -ng-Definition.

Es muss fur alle € >0 gelten |a, — a|<e

2 _ n” -1-1(3n*+1 -4
st i< o SO o e <
3n°+1 3 3an° +1 3n° +1

-4 4
S oz 1< =
3(3n° +1) n

Wobei zu Schluss sehr grob abgeschatzt wurde. (Genauere Abschétzungen sind nur gefragt, wenn man an
moglichst kleinen ng interessiert ist).

. _ N 4 4 . L
Sei nun ¢ >0 beliebig vorgegeben. Wéhle noe N derart, dass np>— bzw. —<¢ (so ein ng existiert nach
€ N,

Archimedes). Nach obigen Abschatzungen gilt dann

2 _ 1 4 4
|r]71 - — | <—<—<¢ fir alle n>ng.
3 +1 3 n, n
Bemerkung:

Ein Folge a, hat hdochstens einen Grenzwert a.

Beweis:

Sei a, konvergent gegen a, und sei be R mit b#a. Wir zeigen, dass f nicht gegen b konvergieren kann.
Wegen der Hausdorfeigenschaft gibt es eine Umgebung U von a und V von b mit UnV= . Nach
Voraussetzung liegen fast alle Glieder von f in U; in V kénnen also héchstens endlich viele Glieder von a,
liegen, so dass a, nicht gegen b konvergent sein kann.
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Definition: (beschrankte Folge)
Eine Folge (a,) heil3t beschrankt, wenn die Menge der Folgenglieder beschrankt ist, d.h. wenn es ein S=>0
gibt mit

lan] £S, furalle ne N

oder aquivalent, wenn

"(an)” =sup{]a,|:neN}<w

ist.

Beispiel:

Sei (a,):=(-1)" eine reelle Folge. Die Menge der Folgenglieder ist {-1,1}; es handelt sich also um eine
beschrankte Menge in R und daher existiert ein reelles Supremum, d.h. es gilt

|@)] = sup{1-11.1113) <.
Es existiert also eine obere Schranke S, bspw. sei S=2, und es gilt |Ja,|=|1]| £S. Es ist die Supremums-
Norm ||(an)|| =1.

Satz: (Monotoniekriterium)
Eine monotone Folge f=(a,) ist konvergent, wenn sie beschrankt ist. Genauer:

1) Ist f monoton wachsend und nach oben beschrénkt, so ist f konvergent, und es gilt
limf =sup{a, | ne N}

2) Ist f monoton fallend und nach unten beschrénkt, so ist f konvergent, und es gilt
limf=inf{a, | ne N}

Beispiel:

Zeigen Sie, dass die Folge f=(a,) mit anzﬁ konvergiert.

Beweis:

an—ant1 = 0

Da die Funktion wahrscheinlich monoton fallt, muss das (n)-te Glied der Folge grofRer oder gleich als das
(n+1)-te Glied sein.

n n+1 n n+l _ (Bn+2)n (n+1)(3n-1) — Bn+2)n-(n+1)(3n-1) __ 1

3n-1 3(n+1)-1  3n-1 3n+2  (Bn+2)(3n-1) (3n+2)(3n-1) @G2En-D) . Ga@EnD 0 vnel.

Mit dieser Rechnung erschlagt man zwei Probleme auf einmal. Zum einen ist damit die Monotonie
nachgewiesen, zum anderen aber auch die Beschranktheit. Es gilt ja Wl(sn—l) >0 fur alle naturlichen n
und somit bildet O eine untere Schranke. Mit dem Monotoniekriterium folgt, dass a, konvergiert und es gilt

inf{ 15, 2{ ,3;, .}=lima, = 1.

Bei monoton steigenden Funktionen, geht man analog vor.
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Definition:
Eine Folge f=(a,) heil3t Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve>0 dn, e N VneN:
(n>n, =|a, -a, ke

In Worten: Zu jedem ¢ =0 gibt es eine naturliche Zahl ng (i. Allg. von ¢ abh&ngig), so dass gilt
la, —a, I<e firjedes n>no.

Die typische Eigenschaft einer Cauchyfolge ist also, dass man ein beliebiges ¢ >0 vorgeben kann, so dass
die Folgenglieder a, , mit n>nq, entsprechend nahe (d.h. es gilt | a, - a, I &) bei a, liegen.

Satz: (Cauchykriterium)

Eine reelle Folge ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beispiel:

Zeigen Sie, dass die Folge f=(a,) mit a,;ﬁ konvergiert. Sei fe Abb(N, R ). Dieses mal zeigen wir die

Konvergenz mit Hilfe des Cauchykriteriums. Es muss also zu jedem ¢ >0 eine naturliche Zahl ng geben, so
dass gilt

la, —a, I<e firjedes n>no.

n +l | — | n N | — | (MEBny-1) (M)(3Bn-1) | _ | (3ngn-n) (Bngn-ng) |
3n-1 3(ng+1)-1| I3n-1 3np-1|  |Bn-1)(Bnp-1) (Bnp-1)(3n-1)|  [(Bn-1)(3np-1) (3no-1)(3n-1)|

ng—n | _ —Ng+N n _ . n 1

(@Bno-1(@n-1)|  (Bnp-1)(3n-1) < @Bn-1)(@Bny-1) ~ (3n-1) (3np-1)° da —no negativ im Zahler.

1
n

1
No

IN
SI13

. Nach dem Satz des Archimedes gibt es fir € >0 ein npe N mit ng> % .

o

Fur jedes ne N mit n>ng gilt dann:

1 . . . . .
< — < ¢g. Also ist (a,) eine Cauchy-Folge und somit konvergiert diese als reelle Folge.
n

a, - a,

Bemerkung:

Dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist, kann man leicht zeigen. Die andere Richtung ist
interessanter: Die Konvergenz einer Cauchy-Folge ist in archimedisch angeordneten Kdrpern aquivalent
zum Vollstandigkeitsaxiom.
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Satz: (Rechenregeln fur konvergente Folgen)

Seien (a,), (b,) konvergente Folgen, wobei (a,) —=2—a, (b,) —=2—Db. Sei ce R . Dann gilt

(i) [(an)+(b,)] ist dann ebenfalls eine konvergente Folge mit [(a,)+(b,)] ——=— [a+Db]
(i) [c(a,)] ist dann ebenfalls eine konvergente Folge mit [c(a,)] ——2— [ca]

(i)  [(an)(b,)] ist dann ebenfalls eine konvergente Folge mit [(a,)(b,)] ——>— [ab]

(iv) EZ”; ist dann ebenfalls eine konvergente Folge mit Ez"; S E, falls b=0 und (b,) #0 fir
alle ne N .

Es kénnen also u.U. alle arithmetischen Operationen auf dem Raum der konvergenten Folgen ausgeubt
werden.

Bemerkung 1:
Dass Punkt (iv) in obigem Satz nicht fur Nullfolgen gelten kann, folgert man unmittelbar aus den nicht
erfillten Voraussetzungen b#0 und (b,) #0 fir alle ne N .

Bemerkung 2:

Die konvergenten Folgen bilden also einen Vektorraum und die Zuordnung (a,)~> lim (a,) ist eine lineare
Abbildung in den Grundkoérper. Die Multiplikation mit einer konvergenten Folge mit einem Koérperelemente
stellt dabei die Skalarmultiplikation dar.

Proposition: (Produkt aus Nullfolgen und beschrankten Folgen)

Sei (a,) eine konvergente Nullfolgen, wobei (a,) —>=22—>a. Sei weiter (h,) eine beschrankte Folge. Dann
gilt:
(an)(hy) ist eine Nullfolge.

In Worten: Das Produkt einer Nullfolge und einer beschrankten Folge ist wieder eine Nullfolge, also
konvergent.

Beispiel:

n
Untersuche Sie, ob die Folge (an):=@+ 2(-1)"** konvergiert und bestimmen Sie evtl. den Grenzwert.
n

3(-1)"

n3

ergeben nach obiger Proposition wieder eine Nullfolge. Damit (a,) konvergent ware, musste also auch
2(-1)"** konvergent sein.

Es ist

eine Nullfolge. Das Produkt aus einer beschréankten Folge 3*(-1)" und einer Nullfolge 1/n®

Das ist aber nicht der Fall. Nach dem Divergenzkriterium ist 2(-1)"** mit den beiden Teilfolgen

n—o

2(-1)*— "2 5 2 und 2(-1)**! — "% 5 "2 nicht konvergent, da die Grenzwerte nicht
Ubereinstimmen.

Insgesamt folgt, dass die Folge (a,) divergent ist.
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Satz: (Sandwich-Theorem, Quetschlemma)

Seien (a,), (b,) konvergente Folgen, wobei (a,) —=2—a und (b,) —=2—>b mit b=a.
Ist (c,) eine Folge mit a,<c,<b, fir fast alle ne N, so ist (c,) eine konvergente Folge mit
Grenzwert c=a=b.

Beweis:

Wir stellen zunéchst fest, dass (b,)-(an)= (an)-(b,) mit den Rechenregeln uber konvergente Folgen eine
Nullfolge ist, da lim(a,)=Ilim(b,). Weiter gilt nach Voraussetzung und erster Folgerung

an < cp
(*) 0 < Ch - @n

|'an

INIA

b
b, - an
fur fast alle ne N . Da (b,)-(a,) eine Nullfolge ist, liegen in jeder Umgebung von O fast alle Glieder b,-a,.

Um nachzuweisen, dass auch (c,)-(a,) eine Nullfolge ist, betrachten wir eine Umgebung U von 0. Es gibt
also ein ¢ >0 mit U‘S (0O)c U, und in U}3 (0) liegen fast alle b,-a,. Wegen (*) liegen daher auch fast alle

Ch-a, in U‘S (0). Damit ist gezeigt, dass (c,)-(a,) eine Nullfolge ist.
Beispiel:

1+n
Wir Uberprufen, ob die Folge (a,):= %5 konvergiert. Es gilt
n° +

/1 +1
0< 1+n—4 s% =i+isi2s
n

w5 a5
n

n° n n
. . . 1 I R .
Die Folge liegt also zwischen der konstanten Nullfolge und der Folge — und da gilt im—=Ilim O = O ist

n n

—0 fiurn— .

S|k

der Grenzwert von (a,) ebenfalls 0.
Bemerkung:

Bei Folgen mit Wurzeln im Term, muss der Zahler rational gemacht werden. 1.d.R. kann man so
Uberprifen, ob die Folge konvergiert und evtl. den Grenzwert berechnen.

Beispiel:
Uberpriifen Sie, ob die Folge (a,):=+v1+ X — \/; konvergiert und bestimmen Sie evtl. den Grenzwert.

Jeder Term, kann als Bruch aufgefasst werden. Es ist

= o lex =W (Lex - V)L x +X)
@) =iex o 1 - 1(V1+ X +X)

__ QA+x=x) _ 1
1(\/1+x—\/;) (\/1+x—\/;)'
1 1 1

= 0.

X”—r>n00 (\/1+x+\/;) B (\/;+\/5) B ©
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Satz: (Endlich viele Abanderungen)

Seien (a’,)) entstehe aus (a,) durch Ab&nderung oder durch Weglassen oder durch Hinzufiigen endlich
vieler Glieder. Ist (a,) konvergent, so auch (a’,), und in diesem Fall ist

lim a, = lim a,=:a.

n—w n—o

Beweis:

In jeder Umgebung von a liegen fast alle Glieder a,; das sind aber auch fast alle Glieder a’,, .

Dieser Satz ist unmittelbar klar, da eine Folge genau dann konvergent ist, wenn fast alle Glieder in einer
beliebigen Umgebung um den Grenzwert liegen. Die endlich vielen Ausnahmen, also die Abanderungen,
spielen in Folge dessen keine Rolle.

Wir haben straflicher Weise den Begriff Teilfolge bereits benutz ohne ihn zu definieren, dies holen wir nun
nach und geben sogleich auch ein Kriterium an.

Definition: (Teilfolge)
Die Folge (a’,) heil3t eine Teilfolge von (a,), wenn es eine Folge (ny) in N gibt mit ny < n,, und
ay = a, . fur jedes ke N . (a’y) entsteht also aus (a,) durch Weglassen von endlich oder unendlich vielen

Gliedern.

Satz: (Teilfolgen)

Jede Teilfolge (a’x) einer konvergenten Folge (a,) ist konvergent, und es gilt

lim a, = lim a,=:a.

n—w n—o0

Beweis:

Ist U Umgebung von a, so liegen fast alle Glieder a, darin und erst recht fast alle Glieder der Teilfolge
(diese wurde ja sozusagen gestutzt).

Beispiel:

Der Satz besagt, dass jede Teilfolge einer bekannten konvergenten Folge selbst konvergent ist. Kennt
man also viele konvergente Folgen und deren Grenzwerte, so kann dieses Kriterium sehr méchtig sein.

. v\ . . 1\ . .. .
Sei (a'):= (1 + 42) , diese Folge ist aber Teilfolge von (a)= (1+ %) und zwar werden hier samtliche

Werte bis auf die Quadrate von n ausgelassen. Mit obigem Satz folgt sofort, dass die angegebene Folge
gegen e konvergiert.

Nun betrachten wir den entgegengesetzten Fall, also die Divergenz einer Folge. Es gibt auch Folgen die
weder bestimmt divergieren noch konvergieren, dazu spater mehr.

Definition: (Divergenz)
Eine Folge (a,) heil3t divergent, wenn die Folge (a,) keinen Grenzwert besitzt.

Um die Divergenz nachzuweisen benutzt man oft folgenden
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Satz: (Divergenzkriterium)

Besitzt eine Folge f=(a,)
- eine divergente Teilfolge oder
- zwei konvergente Teilfolgen f und f’ mit lim f # lim f’, so ist f divergent.

Beispiel:
2n + _2n 22k+l + _22k+1
Sei aF#. Sei f'= ZE n ) die Menge aller Folgenglieder aus a, fur n ungerade und sei
2 +.
weiter f”—w die Menge aller Folgenglieder aus a, mit geradem n. Dann gilt
- 22k g g g n g - g
’ 22k+l + (_22k+l) 22k+l _ 22k+l
f= D2kl = D2k =1-1=0.
f”_ 22k + 22k) 22k

22k :2F22*1: 2.

Es existieren also zwei Teilfolgen, die je fir sich genommen konvergieren. Jedoch ist Iim f = O und lim
f’=2. Mit dem Divergenzkriterium folgt, dass a, divergent ist.

Beweis:

1.Fall: (eine divergente Teilfolge)

Besitzt (a,) eine divergente Teilfolge, so kann f nicht konvergent sein, denn sonst wére jede Teilfolge von
(a,) ebenfalls konvergent (siehe Satz oben).

2. Fall: (zwei konvergente Teilfolgen mit unterschiedlichem GW)

Besitzt (a,) zwei konvergente Teilfolgen (b,) und (c,) mit nicht identischem GW und ware (a,) konvergent,
dann musste nach dem Satz von Teilfolgen gelten lim(b,)=lim(c,)=lim(a,). Dies widerspricht aber den
Voraussetzungen.

Reelle Folgen: Raum (O

Beschrankte Folgen: Raum foo

Bestimmt divergente
Folgen:

Konvergente Folgen: Raum C
Cauchyfolgen

(an) = (_1)
Divergente
Folgen

(an) :=n

Nullfolgen: Raum C,

(an) == %




