Faltungsintegral
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Charakterisierung des Systems

1

1. Ubertragungsfunktion zB ~ H(jw) = 15 juCk

2. Impulsantwort (Antwort auf d(t))

.—.R
8 L h(t)
T C

Ri+h(t) = 4o(t)
c CR%+h(t) = §(1)
F Y CRwHGY) + HGw) = 1

. 1
. . L HGE) =
Gleiche Ergebnis wie Spannungsteiler! 14 jwCR
| Inverse
Impulsantwort: h(t) = CR® CR
o Fouriertransformation
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Faltungsintegral (anschaulich)

Wie lautet der Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal
im Zeitbereich ?

x(t (1)

t t

y(t)

e

Antwort auf
einen Puls !

e

t
t
_[l_ LT -
t t
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Faltungsintegral (anschaulich)

Eingang:
Darstellung der Funktion x(t):

Ausgang:
Darstellung der Funktion y(t):
(1) = Y xkA)salt — kDAY A== G(t) = Y z(kA)ha(t—kA)A

k Hohe =1 k
Grenziibergang A— 0

kA =T z(t) — (1) () — y(b)
)=t | | DA — /~dr ha(t) — h(1)

Faltungsintegral:

y(t) = /F:v z(7)h(t — 7)dT

2(t) = /_O:Ox(f)a(t—T)dT

Es folgt: y(t) = (hxa)(®)
Flhx )0} = HG)G(w) R
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Faltungsintegral (mathematisch)

Faltungssatz:

FUIWY=F(o) emp 5y /°° F(Mglt —1)dr} = F(jw)G(jw)
Flg()} = G(jw) e

FUT 1Dt = Ty

erlaubt wenn ﬂ(]w)

[2%, |a(e)|2dt - o a0

= [T e [T et - nar| a
- —oc —00

Verschiebungssatz

[

o

\
[

FU fg(t =)

[ o[

GGw)eier
- /—oc F(DG(Gw)e ¥Tdr = G(jw) /_oc f(r)e Tdr

G(jw)H (jw)
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Lineare Systeme

Sei x(t) das Eingangssignal, bzw. y(t) das Ausgangssignal eines , linearen®,
»Zeitinvarianten Systems.

Linear Time-Invariant System: LTI-System

x(t) LTI y(t)
I System I

Es gelte der folgende Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofien:
x(H)=x,(t) = y(t)=y,(t) a,b: beliebige Konstanten
X070 = yO=:0 x,(1), X,(t) beliebige Eingangsfunktionen
Ein System ist linear, wenn gilt:

xO=ax, O+ bx() = yO=ay®+by,H

s
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Beispiele
1. Isty(t) =10 x(t) linear ?
yi(t) =10 x,(t) _
y;(t) =10 x; () = x()=a xi(t) +b x,(t)
y(t) = 10(a x,(t) + b x,(t))
Ja = a 10 x,(t) + b 10 x,(t)
=ay(t) Tby,(t)

2. Isty(t)=10 x(t) + 5 linear ?
yi () =10x,(t) +5 —) x(t) = x,(t) + x,(0)
v,() =10 x,(t) + 5
y(©) = 10(x,(t) + x,(t)) +5
Nein =10x,(t) + 10 x,(t) +5

#y,(H) + yy(0)

i
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Zeitinvariante Systeme- Faltungsintegral

Ein System heif3t zeitinvariant: wenn eine um die Zeitdifferenz t, zeitlich
verschobene Eingangsgrofie x (t-t,) die um die gleiche Zeitdifferenz
verschobene Ausgangsgrofe y(t-t,) ergibt:

fx@®) =y(®) =>  f(x(t-t;) = y(t-t,)

Fiir ein LTI System gilt:

Wenn h(t) die Impulsantword des Systems ist, d.h wenn gilt:
x()=8(t) = y(t=h(1)
A/

t t

dann gilt fiir jedes beliebige Eingangssignal x(t) als Ausgangssignal

y(t) = /_F); h(t — 7)ax(7) dr
e
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Faltungsintegral

Es gilt:

= h(t) % 2(t) = 2(6) * h()

y(t) = / h(t — P)a(r) dr = /:’; h()z(t — 7) dr

Faltungssatz der Fouriertransformation:

Behauptung: sei f(t) o———o F(jo)
g(t) o——o G(jw)
Dann gilt:  f(t)*g(t) o——o  F({jo)G(jm)
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Faltung im Frequenzbereich

Faltungssatz:

FUD = EG9) e 52 [7 P(j)G(i(w0 ~w)ds} = Fg(®
Flg®)} = G(w) -

clrr‘nu::-;t[':.;r:.ln.['::“l o h(t) = fﬁl{%/::ﬂ(f)g(wff)df}
. ()i <o = oz [ PG - e v
MO = gz [ PO [/f; MG - O)dw] d n=w—¢
— (er>2 [ r@[[7 emtitaeman) a

= %/ F(g)eﬂﬂ[ /jc ejW‘Q(n)dn] dé

= o[ r@ea [T nGmydn = f(Da)

) 9(t) %
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Eigenschaften des Faltungsintegral

L[ f@ee-ada = [ g(a)f( - a)da
2 f@)20@) = 8@ f@) = [ s()f( - a)da
= [ $@(a - a)da = f(2)
3. 5z —a)* f(z) = /_Z&(afa)f(m—a)da o

= - [ Ts@=s—a)f(s)ds
= [ 8l —a] — ) f(s)ds = [z~ a)
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Parseval‘sche Theorem

Sehr hiufig wird die Energie oder Leistung benétigt, d.h. das zeitliche Integral
iiber das Quadrat der Spannung oder des Stroms ist gesucht:

Hierbei wird
00 g die Existenz
2 _ . 2
./—oo |fD7dt = ./_Oo |E(Gw)|“dw der Integrale
vorausgesetzt

Beweis:  Sei f(t) o— o FE(j)
[ s weia = FEOS®) = FEOYFO)
= P}« F{M0)
= Pyl [ rie
= rgwe | [ r@eta)
= Fljw}+F*(—jo) = [ FGNE'G(-w+m)dn

oo vk —jwt oo ke
Grenzwert 0— 0 = ./_x f)fFf@)e¥dt = / FUm)E*(4n)dn
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Foiuriertransformierte der Signum-Funktion

Die Signum Funktion erfiillt die

Sie kann aber als Distribution
gedeutet werden und zwar als
Grenzwert:

Fisgn(t)}

Dilichletschen Bedingungen nicht.

Die Signum Funktion als Grenzwert von

\\ k=10
— sgn(t) = lim { e (t>0)
: : k

_ek// t < O

[ -0 . 00 .
lim |— / eFte=Jwtgr 4 / e Fte—dwtyy
k—0t | /—o© 70
[ ¢} o0
lim = — 1 (et 1 (ko
k—0+ —jw+k oo —Jw—k 0
] 1 1 . —2jw 2
lim |—— - — = Iim {7J = —
k—ot | —Jwu+k —jw—k k-0t Lw? + k2 jw
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Fouriertransformierte der Sprungfunktion

u(®) = S(1+sgn(®)
Flu(®} = S@ms) + =)
Jjw

= mo(w) + —
](.U
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Integration im Zeitbereich

Beweis:

F{./_Loof(T)dT} = jin(jw)erF(O)a(w)

't 00
[ @ar = [ @ - = (7w ®

F(f+u) ()} = f{f<t>}<w5<w>+jiw>)

= F(jw)(m6(w) +jiw>

Darmstadt

F(jw)
= ———+ m5(w)F(0)
Jw
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Bandbegrenzte und zeitbegrenzte Systeme

Ohne Beweis:

Ein zeitbegrenztes Signal ist nie bandbegrenzt !!!!

Ein bandbegrenztes Signal ist nie zeitbegrenzt !!!

Multiplikation im Frequenzbereich mit der Funktion:

) _ 1 fiur |w|<B
H(jw) = { 0 fiir |wl>B
p 1 (B .
h(t) = —/ eIt dw
21 J-B
g B
wr Ead _ 1 e _ 1 (ejBt_eijt>
b TR T R R ) j27l"t -B j27Tt
y 1 . (B) Bsin(Bt)
= —sin = —
W/ 7t T Bt

Ideale Tiefpassfilterung entspricht Faltung mit der si Funktion im Zeitbereich
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Fouriertransformation von periodischen Signalen

Periodische Funktion f(t) kann mit Hilfe der Fourierreihe dargestellt werden

Sei f(t)=f(t+T) fiir alle t, T: Periodendauer; »,=2w/T; ®,=n ,
e 0]

Spektrum eines periodischen Signals

A C C
of § ¢

<,
C |

s 1 T .
— f®) = Y @t mit e = / f(eyelmet T ®
Fouriertransformation: 20 -y O 20, 30,
1 o———e 275(w)
o—e 2 )
en mend(w) D.h. Periodisches f(t) o Diskretes Spektrum
Fiir beliebiges f{(t) gilt f&) o—W F(jw) _
cnelnwtt Drend(w — wn) Ebenso gilt umgekehrt
f(t) = ioz on eInwil o ioz enb(w — wn) D.h. Periodisches F() ——o0 Diskrete Wer;s im Zeitbereich
n—-—oo
-IE;Zcrrr]nnsitS;:: Universitat Faltung_04_12_05.ppt 17 Institut fiir Hochfrequenztechnik % -I[;Zcrrrhnsitsafgf Universitat Faltung_04_12_05.ppt 18 Institut fur Hochfrequenztechnik %
Dirac-Kamm Dirac Kamm
o o o,=2n/T o 1
t) = §(t —nT §(w — : _ Jnwit . e
=(t) nzz,:oc (¢ =nT) 1 n:z;oo (w = nw1) () = Y .I_-("w Hoe * X(w)= > d(w—nwi)
o . . =00 n=—-—oc
gleichmiBige Diracfolge im gleichméBige Diracfolge im
Zeitbereich Frequenzbereich
Beweis:
x(t) periodisch, daher als Fourierreihe darstellbar: :
2T -T T 2T
oo o> o0
z(t) = Z (_-'nfi"m“”ll" % ; 276 (w — nwy) = 2; ; 5w — nwy)
n=—og n=—0oc Nn=—00
Koeffizienten der Fourierreihe:
1 fT/2 - 1 s7/2 - 1
cn = — / I(t)e_‘?n'“ult . / 5(£)E—311d1t [
TJ-T/2 TJ-T/2 T

‘ z(t) = Z ~ el
n=—o0 1 %
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