
Minimierung von logischen Schaltungen

WAS SIND LOGISCHE SCHALTUNGEN

Logische Verknüpfungszeichen:

& = Logisches Und-Verknüpfung (Konjunktion).
V = Logische Oder-Verknüpfung (Disjunktion).
- = Nicht (Negation).

Logische Funktionen:

y = (-a & -b & -c) V (-a & -b & c) V (-a & b & -c) 

Logische Schaltung:

Warum logische Funktionen/Schaltungen minimieren:

Die hardwaretechnische Realisierung wird einfacher und daher kostengünstiger.

ZWEI VERFAHREN ZUR MINIMIERUNG VON LOGISCHEN SCHALTUNGEN

1. Quine und McCluskey - Verfahren

2. Karnaugh und Veitch - Verfahren

VERFAHREN NACH KARNAUGH-VEITCH

Erläuterung

Das Karnaugh-Veitch-Diagramm, kurz KV-Diagramm, dient der
Vereinfachung Boolescher Funktionen. Es wurde 1952 von Edward W. Veitch
entworfen und 1953 von Maurice Karnaugh zu seiner heutigen Form weiterentwickelt.

Mittels eines KV-Diagramms lässt sich jede beliebige boolesche Funktion in eine
disjunktive oder konjunktive Minimalform umwandeln.

Grundprinzip

- Ein KV-Diagramm für n Eingangsvariablen hat 2n Felder.
- Das KV-Diagramm wird mit den Variablen an den Rändern beschriftet.
- Jede Variable in negierter und nicht-negierter Form vor.
- Die Zuordnung der Variablen zu den einzelnen Feldern kann beliebig erfolgen.
- Horizontal und vertikal benachbarte Felder müssen sich in genau einer Variablen unterscheiden.
- Es wird in die einzelnen Felder eine 1 eingetragen, wenn ein Minterm der Funktion vorliegt.



Vorgehen

Gegeben ist folgende logische Funktion:

Die jeweiligen Konjunktionen tragen wir in dem Diagramm mit einer 1 ein,
und markieren Blöcke die man zusammenfassen kann. Es können immer nur Blöcke
zusammengefasst werden, deren Anzahl einer 2er-Potenz entspricht:

Durch ablesen der jeweiligen Blöcke kommen wir nun zu der minimierten Funktion:
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IMPLEMENTIERUNG KARNAUGH-VEITCH

Ansatz:

Gegeben ist folgende logische Funktion:

Das dazugehörige KV-Diagramm:

A A -A -A

B 1 1 1 1

-B 0 0 1 1

C -C -C C

(Zur Erinnerung: Es werden
alle Konjunktionen
mit einer 1 eingetragen)

Vorgehen:

2 2-Dimensionale Arrays:

1. Array:

- 0 1 2 3

0 A B C A B -C -A B -C -A B C

1 A -B C A -B -C -A -B -C -A -B C

2. Array:

- 0 1 2 3

0 1 1 1 1

1 0 0 1 1



Alle Möglichkeiten abfragen:

Es werden immer nur 2er-Potenzen zusammengefasst:



Ergebnis:



VERFAHREN NACH QUINE-MCCLUSKEY

Erläuterung

- Von Willard Van Orman Quine und Edward J. McCluskey.
- Methode, um Boolesche Funktionen zu minimieren.
- Der Kern des Verfahrens wurde bereits von Quine vollständig beschrieben.
- Verfeinerungen von McCluskey: Praktische algorithmische Durchführbarkeit.
- Das Verfahren findet immer eine minimale Lösung.

Grundprinzip

Unterscheiden sich zwei durch Disjunktion verknüpfte Konjunktionsterme
nur durch die Negation einer einzigen Variablen, so kann man diese beiden Terme
verschmelzen und dabei die betreffende Variable entfernen.

(a & b & c & -d) V (a & b & -c & -d)
ergibt

a & b & -d

Vorgehen

1. Die Funktion muss in disjunktiver Normalform dargestellt sein:

d. h., jede einzelne Variable muss in jedem Term min.
ein mal negiert oder nicht negiert auftreten.

2. Zusammenfassen von Termen:

Alle Terme werden jetzt nach aufsteigender Klasse sortiert, in einer Tabelle aufgelistet.
Die Klasse einer Konjunktion ist die Anzahl der darin vorkommenden nicht negierten Variablen.



Man vergleicht nun alle Terme benachbarter Klassen daraufhin, ob sie sich paarweise um eine
einzige Negation unterscheiden. Ist dies der Fall, so verschmilzt man die beiden Terme zu einem
neuen Term und trägt ihn in eine zweite Tabelle ein:

Auf die verschmolzenen Terme wendet man das Verfahren rekursiv in mehreren Stufen so lange an,
bis keine weiteren Verschmelzungen mehr möglich sind.
Es ist darauf zu achten, dass beide Terme die gleichen Variablen enthalten

Ab der zweiten Minimierungsstufe tauchen die gleichen Konjunktionen mehrfach auf,
sie sind jedoch nur einmal zu berücksichtigen.

Während dieses Vorganges verbleiben einige Terme, die nicht verschmolzen werden können,
diese Terme bezeichnet man als Primterme

3. Erstellen der Primtermtabelle:

Es ist durchaus möglich, dass nicht alle Primterme benötigt werden. Um herauszufinden,
welche Primterme man unbedingt benötigt, erstellt man eine sogenannte Primtermtabelle:

Man trägt nun immer dann eine Markierung in der jeweiligen Zelle ein,
wenn der Minterm Element des Primterms ist:



4. Spaltendominanzprüfung:

Die Spalten werden paarweise darauf verglichen, ob nicht eine
Spalte existiert, in denen die markierten Primterme eine Teilmenge
der markierten Primterme der anderen Spalte sind. Ist dies der Fall,
so kann die Spalte mit der Obermenge gestrichen werden, denn es müssen
alle Konjunktionen erfasst werden und daher ist die Konjunktion mit der
Obermenge durch Auswahl der Konjunktion mit der Teilmenge ebenfalls erfasst.

R1 muss in die Lösung aufgenommen werden, da nur hiermit die
Vollkonjunktionen K1 und K6 ersetzt werden können; R2 überdeckt
allein K2 und R3 ersetzt K5 und K7. R4 wird für die Lösung nicht
benötigt, da K4 und K7 bereits abgedeckt sind.

Als Ergebnis erhalten wir die minimierte Funktion:

f(a,b,c,d) = R1 V R2 V R3
dies ergibt
(a & -d) V (a & b & -c) V (-a & -b & c)
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DIE LAUFZEIT DES QUINE-MCCLUSKEY-ALGORITHMUS:

Ratio-Test:

Mit dem Ratio-Test wird überprüft, ob eine geschätze Laufzeit
der tatsächlichen Laufzeit entspricht.
Dazu setzt man t(n) mit f(n) in Relation.

n -> Die Anzahl der Terme, der boolschen Funktion
t(n) -> Anzahl der durchgeführten Operationen
f(n) -> Die geschätzte Laufzeit
r(n) -> t(n) / f(n)

Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse der Schätzungen für den Quine-McCluskey-Algorithmus.
Schätzungen für den Algorithmus: n, n^2, n^3 und log(n).

Wie man an der Tabelle erkennen kann, sind die Schätzungen für
n, n^3 und log(n) schlecht, denn

n tendiert gegen unendlich -> Zu klein geschätzt.
n^3 tendiert gegen null -> Zu hoch geschätzt.
log(n) tendiert gegen unendlich -> Zu klein geschätzt.

Da sich n^2 auf eine Konstante > 0 einpendelt, ist anzunehmen,
dass diese Schätzung richtig ist.

Diagramm für f(n) = n^2:




