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2. Diophantische Gleichungen

[Teschl05, S. 91f]

2.1. Was ist eine diophantische Gleichung und wozu braucht

man sie?

Def D2-1: Eine diophantische Gleichung ist eine Polynomfunktion in x,y,z,... , bei der als

Lésungen nur ganze Zahlen erlaubt sind:

ax 'y Zz" pbx"eyMezPe 4 =
mit nicht-negativen Potenzen n,m;,p; € Ny und ganzzahligen Koeffizienten a,b,d € Z.

Eine lineare diophantische Gleichung enthalt in jedem Term nur eine der Variablen in der

ersten (linearen) Potenz:

ax+by+cz+...=d

Beispiele:

e Fermat'sche Zahlentripel: x" +y" =z" fiir geg. n € N mit gesuchten Lésungen x,y,z

e Z. (Fermatsche Vermutung: Es gibt keine ganzzahlige Losung fiir n>2. Bewiesen

1993 von Wiles & Taylor). Fiir n=2 gibt es unendlich viele Lésungen, die sog. pytha-

goraischen Zahlentripel.

¢ Die lineare diophantische GI. 3x+4y=1 hat als ganzzahlige Lésung z.B. (x,y)=(3,-2).

Anti-Beispiele:
e sin(x)=1 (keine Polynomfunktion),
o 3.4x+2.5y=3 (keine ganzzahligen Koeffizienten)

Wozu braucht man diophantische Gleichungen?
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Produktionsplanung: Wenn ich 10000 Einheiten eines Rohstoffes habe und meine
Produkte X und Y je Einheit 75 bzw. 38 Rohstoffeinheiten verbrauchen, wieviele von
welchen Produkten muss ich herstellen, um die Rohstoffmenge genau aufzubrau-

chen? Gesucht ist eine Losung der diophantischen Gleichung

75x + 38y =10000

mit der zusatzlichen Anforderung, dass x und y nichtnegativ sein missen. Wir wer-

den hierzu in Kap. 2.2 eine Lésung entwickeln.
Das Briefmarkenproblem:
1. Kann ich mit 5¢c- und 2c-Briefmarken JEDES Porto >3c darstellen?

2. Wieviele Arten gibt es, einen Brief mit Porto Z mit 5c-, 3c- und 2c-

Briefmarken zu bekleben?

Berechnung des multiplikativen Inversen zu a modulo m, das beim RSA-

Algorithmus gebraucht wird: Welches x € Z erfilllt
ax =1 (mod m)

? Die Antwort kann auch so formuliert werden: x ist genau dann das multiplikative In-

verse zu a modulo m, wenn ein y € Z existiert, so dass
ax=1-my (Die Zahl ax ist ein Vielfaches von m von der Zahl 1 entfernt)

ax+my=1 (lineare diophantische Gleichung mit b=m und d=1)

2.2. Wie I6st man diophantische Gleichungen?

Wir betrachten im Folgenden nur lineare diophantische Gleichungen, die fiir die Anwendung

die grofte Rolle spielen.

Satz S2-1: Losbarkeit einer diophantischen Gleichung (Existenz)

Eine lineare diophantische Gleichung

axtby=c

fur a,b € Z besitzt genau dann ganzzahlige Lésungen x,y € Z, wenn

¢ =n-ggT(a,b)
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wenn also ¢ ein ganzzahliges Vielfaches des grof3ten gemeinsamen Teilers von a und b ist.

Beweis: Wir konnen den Beweis in drei Falle zerlegen:

Fall 1: c ist kein Vielfaches von ggT(a,b): Es kann keine Lésung geben, denn die linke Sei-
te istwg. a = a’-ggT(a,b) und b = b’-ggT(a,b) bei ganzzahligem x und y sicher ein Vielfaches
von ggT(a,b).

Fall 2: ¢ = ggT(a,b): Der Algorithmus ErweiterterEuklid (Satz S1-8) liefert zumindest eine

ganzzahlige Lésung (X,y).

Fall 3: c ist Vielfaches von ggT(a,b): Wenn ¢ = k-ggT(a,b), dann kdnnen wir fur
ax+by = ggT(a,b)
mit Algo Erweiterter Euklid eine Lésung (x’,y’) ermitteln. Multiplizieren mit k liefert

a-kx’ + b-ky’ = k-ggT(a,b) =c

also ist (x,y) = (kx’, ky’) eine Lésung der linearen diophantischen Gleichung, g.e.d.

Folgerung: Wenn a und b teilerfremd sind (gilt sicher fir Primzahlen a,b, aber auch fir Zah-
len a=6, b=7), dann ist ggT(a,b)=1, mithin ist die lin. diophantische Gleichung fiir alle c € Z

|6sbar.

Far den Fall 2 kénnen wir eine Lésung mittels Satz S1-8 ermitteln. Alternativ geben wir hier
noch eine andere, logisch aquivalente, aber nichtrekursive Variante des Algorithmus Erwei-
terter Euklid an:

Sei 0.B.d.A. a < b. Startend mit Zahlen ro=a und ry=b finden wir die Zahlen q.1 und ry., der-

art, dass

Mk = Qk+1 Mee1 T Mee2
gilt. re.o ist also nichts anderes als der Rest ry mod ry.4 und qy+1 = floor(r/r+1). Der Algorith-
mus terminiert, wenn r.,=0 ist. Das ry.q ist dann der ggT(a,b). Mit dem jeweiligen gx.1 kdnnen

wir eine Berechnung fir x, und y, fortsetzen. Die konkreten Gleichungen stehen in der un-

tenstehenden Tabelle, wir zeigen es gleich an einem konkreten Beispiel

5x + 3y =1
rh=a ri=>b Xo=1 Yo=0
lo = 5 r= 3 X1=0 y1=1
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k Mk = Qi+ Fert F a2 M+ Qk+1 Xk+2=Xk = Qk+1 Xk+1 Yk+2=Yk— Qk+1 Yk+1

0 |5=13+2 3 1 1 -1

1 3=12+1 2

2 |2=21+0

Hier ging in der Zeile k=2 die Division r, erstmalig ohne Rest auf. In der Zeile davor — hier

also bei k=1 — kdnnen wir in der x- und y-Spalte die Lésung (x,y) = (-1,2) ablesen:
5(-1)+32=1

ist eine zutreffende Aussage.

Satz S2-2: Alle Losungen einer diophantischen Gleichung (Vollstiandigkeit)
Sei (x,y) eine spezielle Lésung der linearen diophantischen Gleichung
(§)  ax+by=n-ggT(ab)

fur a,b € Z, die nach Satz S2-1 existiert und mit dem Algorithmus Erweiterter Euklid (Satz
S1-8) ermittelt werden kann. Dann haben alle weiteren ganzzahligen Lésungen (X,y ) von

(§) die Form

~ kb ~ ka

t—, y=y-————
agT(a,b) ggT(a,b)

worin k € Z eine beliebige ganze Zahl ist.

Beweis in Vorlesung.

Wir haben nun alles beisammen, um unsere Aufgabe Produktionsplanung aus der Einleitung

zu l6sen: Gegeben:

ax+by = ¢ =n-ggT(a,b)
Welche nichtnegativen, ganzzahligen Paare (x,y) l6sen diese Gleichung?
Lésungsweg:

1. Mit Algorithmus Erweiterter Euklid bestimmt man spezielle Lésung (Xs,Ys) zu

ax+by = ggT(a,b)
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2. Wenn c = n-ggT(a,b), d.h. die rechte Seite ist ein Vielfaches von ggT(a,b), dann ist
(x,y) = (n-xs, N-ys) eine spezielle Lésung zu ax+by=c
3. Jede weitere Lésung (X,y ) zu ax+by=c erfiillt nach Satz S2-2

- kb ka
— X +—’ —_—
ggT(a,b) ggT(a,b)

Man versucht dann, solche k zu finden, die (X,y ) nicht negativ werden lassen (zwei

V=v mit keZ

einfache Ungleichungen).

Beispiel: Welches nichtnegative, ganzzahlige Paar (x,y) erfullt
75x+38y =10000 7

Losung: Zunachst stellen wir fest, ob 10000 ein Vielfaches von ggT(75,38)=ggT(3-5-5,2-19)
ist. Da beide Zahlen teilerfremd sind, also ggT(75,38)=1, ist dies gegeben.

1. Mit Algorithmus Erweiterter Euklid 16st man

75x + 38y = 1:
r=175 r, =38 Xo=1 yo=0
x1=0 y1=1
K | re= Ot Fisr + Fe2 Mk+1 Ok+1 Xics2=Xk = Qi1 Xice1 Yk+2=Yk— Qk+1 Yie1
0 |75=1.38+37 38 1 1 -1
1 38=1.37 +1 1
2 |37=371+0

und man rechnet nach:
75-(-1) +38-2=1
also stimmt die Probe, (xs,ys)=(-1,2) ist eine Losung der ggT-Gleichung.
2. Dannist (x,y) = (-10 000, 20 000) eine spezielle Lésung der Produktionsgleichung.

3. Fdur nichtnegative Losungen stellt Satz S2-2 zwei Forderungen an ke Z auf:

§=—10000+k'13820, 37=20000—k'7520
i > 10000 = 263.15, 20000 _ 66 66 > k
38 75
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4. Es kommen also die ganzen Zahlen k = 264, 265, 266 in Betracht. Dies flhrt auf die

Lésungen:
(X1,¥4)=(32200) und (X,,¥,)=(70,125) und (X3,¥3)=(108,50)

Ubung: Gibt es nichtnegative ganze Zahlen, die die Gleichung
- 5x+3y=17

I6sen? Auch wenn man hier eine Lésung schnell durch Probieren finden kann, 16sen Sie die

diophantische Gleichung nach dem oben beschriebenen Verfahren.

Weitere Ubungen
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