Prof. Dr. Wolfgang Konen Mathematik 1, WS2019 03.11.2019

V4. VORKURSWISSEN: Funktionen

INHALT:

V4, VORKURSWISSEN: Funktionen............cccoo i 1
V4.1.  Allgemeine Funktionseigenschaften..............ccccccccoiiiieeeeeee, 1
V4.2. Verkettung von Funktionen, Umkehrfunktion ......................ooo, 4
V4.3. FUNKtONSUDEISICRL ... e 8

4.3.1. Polynome (=ganz-rationale Funktionen) und gebrochen-rationale Funktionen..8

4.3.2. Trigonometrische FUNKLONEN ...........uiiiiiiiice e 10
4.3.3. Tangens- und Cotangensfunktion.....................cccc 13
4.3.4. ArcUSTUNKEONEN ......eoiiiiiieee e e e e e e 15
4.3.5. Hyperbolische FUNKLONEN ..........ooooiiiiii e 17

V4.1. Allgemeine Funktionseigenschaften

Def D 4-1 Nullstelle einer Funktion

Eine Funktion y = f(x) besitzt in xoe D eine Nullstelle, falls f(xo) = 0.

In einer Nullstelle schneidet oder berihrt der Funktionsgraph die x-Achse.

Beispiel: f(X) = x2(x-1) = x3- x?
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Abbildung 4-1: Funktionsverlauf der Funktion f(x) = x2(x-1)
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Die Funktion f(x) = x?(x-1) hat zwei Nullstellen und zwar x,=0 und xo=1 (siehe Diagramm).

Def D 4-2 Symmetrie: Gerade und ungerade Funktion

Sei f(X) eine Funktion mit Definitionsbereich D derart, dass fiir alle XD auch -xeD
gilt.
f(X) heilt gerade, falls gilt

VxeD: f(x)= f(—=x)

f(X) heikt ungerade, falls gilt
VxeD: f(x)= —f(—x)

Zur Namensgebung: "gerade", weil alle Polynome mit nur geraden Potenzen gerade Funktionen sind.

"Symmetrie", weil eine gerade Funktion spiegelsymmetrisch zur y-Achse ist und weil eine ungerade
Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung ist

Beispiele:

1)Y= | X | ist eine gerade Funktion, weil wegen D = Dmax= R flr alle xe D auch (-x)e D

(Bedingung S) und f (—X) — f(X) =F-X| —|X| = O (Bedingung G) erfilllt sind.

2.) y = x3 ist eine ungerade Funktion, weil wegen D = Dnax = R fiir alle xe D auch (-x)eD (Be-

dingung U1) und f (—X) + f(X) = (—X)3 +x3=0 (Bedingung U) erfiillt sind.

- :(J'G

Abbildung 4-2: Beispiel einer geraden Funktion (y =|x| ) und
einer ungeraden Funktion (y = x3).
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3)Y = x3 - X2 ist weder gerade noch ungerade (s. Abb. 4.1). Zwar ist wegen D = Dynax =R

fiir alle xe D auch (-x)e D (Bedingung S), aber wegen f(X) - f(-x) # O und f(x) + f(-x) #
0 ist weder (G) noch (U) erfiillt. Beweis als Ubung!

Def D 4-3 Monotonie einer Funktion

Gegeben sei eine Funktion y =f(x), f: D — Z, und x4, x2e D seien beliebig. Dann heif3t die
Funktion f

monoton steigend, falls X1< X2 = f(x1) <f(x2)

monoton fallend, falls X1<Xo => f(x4

(x1)
streng monoton steigend,  falls X1 < X2 = f(x1)
(x1)
(x1)

streng monoton fallend, falls X1< X2 = f(x41) > f(x2)

Bemerkung: Die Monotoniebedingungen sind schwacher als die der strengen Monotonie,
d.h.

(streng monoton steigend) = (monoton steigend) und
(streng monoton fallend) = (monoton fallend)

101

XA3+x+3
21
EIEEIEmIEmIE _x_l"G_E

Abbildung 4-3: Beispiele fir die Monotonie von Funktionen

y = x3+ X + 3ist streng monoton steigend,
y= -x3-2 streng monoton fallend und

y=x2-1 fiir X<O streng monoton fallend und fiir X>0 streng monoton steigend.
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Def D 4-4 Periodizitat einer Funktion

Eine Funktion f: D — Z, y = f(X) heiRt periodisch mit der Periode p, falls fiir alle xe D
(P) f(x)=f(x+p).

Mit p istauch (£ K - p) mit ke N eine Periode fiir f. Die kleinste Periode p>0 einer Funkti-
on heif3t primitive Periode von f.

Typische Beispiele periodischer Funktionen sind die trigonometrischen Funktionen Sinus,
Cosinus etc. (siehe Abschnitt 4.3.2).

Abbildung 4-4: Periodische Funktion Sinus mit (primitiver) Periode 2xn

V4.2. Verkettung von Funktionen, Umkehrfunktion

Ein wichtiger Operator ist die Verkettung zweier Funktionen. Er erlaubt es, relativ komplexe
Funktionen als Verkettung mehrerer relativ einfacher Funktionen zu betrachten.

Satz S4-1  Verkettung zweier Funktionen

Sofern die Definitionsbereiche von f und g ,passen®
Die Hintereinanderausfithrung oder Verkettung von f und g ist ergibt eine neue Funktion

h: die Funktion N=(g°f) (sprich: g verkettet ). Es gilt:
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h(x) = glf(x))

f heilt die innere Funktion und g die duRere Funktion. Erst f, dann g.
Der Verkettungsoperator ist nicht kommutativ. Es gilti.a.: g ° f#f ° g.

Beispiel: Gegeben seien die Funktionen

X+1

f(x) = und g(y) = y?
Die Verkettung lautet

x+1)  x2+2x+1
h(x) = (g~ f)(x) = g(f(x)) = (—j =—7 —

X X
2
X< +1

Dagegenistk = f ° g eine andere Funktion, namlich k(X) = f(g(x)) = X2

Def D 4-5 injektiv, surjektiv, bijektiv
f: D — Z heiltinjektiv & Zu jedem ye Z gibt es hochstens ein xe D mit y=f(x).
f: D — Z heillt surjektiv < Zu jedem ye Z gibt es mindestens ein xe D mit y=f(x).

f: D — Z heilt bijektiv & Zu jedem ye Z gibt es genau ein xe D mit y=f(x).

Also: bijektiv = injektiv UND surjektiv.

Die Eigenschaften "injektiv" und "surjektiv" sind mit der Lésbarkeit der Gleichung f(x)=y ver-
knupft. Im Falle reeller Funktionen: Die Gleichung f(x)=y hat fir gegebenes y eine (mehrere)
Lésungen x, wenn die Horizontale in Hohe y einen (mehrere) Schnittpunkte mit dem Gra-
phen von f(x) hat. Das ist in Abbildung 4-5 dargestellt: Bei der Funktion in (a) gibt es fir jede
Gerade mindestens einen Schnittpunkt, im eingezeichneten Fall sogar drei: (a) ist daher sur-
jektiv, aber nicht injektiv. In (b) gibt es fir jede Gerade hdchstens einen Schnittpunkt, im ein-
gezeichneten Fall aber keinen: Die Funktion ist injektiv, aber nicht surjektiv. Im Fall (c)
schlieBlich hat jede Gerade genau einen Schnittpunkt, die Funktion in (c) ist bijektiv.

Pt / _______ s
/ \\/I
(a) surjektiv, aber (b) injektiv, aber (c) injektiv + surjektiv = bijektiv
NICHT injektiv NICHT surjektiv

Abbildung 4-5: Injektivitdt und Surjektivitat. Z sei der sichtbare Bereich der y-Achse.
[Teschl05, Bd. 1, S. 126]
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Das ist fur das bildliche Vorstellungsvermdgen. Wenn man konkret durchrechnen will, ob
eine Funktion injektiv / surjektiv / bijektiv ist, empfiehlt es sich, die gleiche Definition etwas
anders aufzuschreiben:

Def D 4-6 injektiv, surjektiv, bijektiv

f:D — Zheitinjektiv < Vx1,x2 e Dgilt:  f(x1)=f(x2) = x1=x2
f: D — Z heilt surjektiv & Vy e Zgilt: dx e D: f(x)=y

f: D — Z heilt bijektiv < fistinjektiv A fist surjektiv

f ist dann surjektiv, wenn sich f(x)=y nach x aufldsen lasst.” Dies gibt ein einfaches Rezept,
um Surjektivitat zu prufen: Falls f(x)=y nach x auflosbar, dann ist die Surjektivitat von f ge-
zeigt.

Ubung 4.2.1: Priifen Sie auf Injektivitat und Surjektivitat
a) f:R—> R, f(x)=2x+1
b) g: R — R, g(x)=x2

[Lésung: siehe am Ende dieses Kapitels]

Def D 4-7 Umkehrfunktion (inverse Funktion)

Gegeben sei eine bijektive Funktionf: D — Z, y=f(x).

Die Funktion g : Z — D heiRt Umkehrfunktion von f wenn gilt:
Vy€eZ: Wenny = f(x), danng(y) = x

Schreibweise g = f 1.

Bemerkungen:

1) Die Umkehrfunktion f ~1(X) hat NICHTS zu tun mit der Funktion (Fx)) " = ) (1

2) Die Verkettung von f mit inrer Umkehrfunktion f -, fuihrt auf die Identitatsfunktion in D
bzw. Z. (Identitatsfunktion ist die Funktion, die X unverandert lasst):

h:D — D, mit X = h(x)=({f"of)x)=X bzw.
ki Z— Zmity>k(x)=(fof")y)=y.

' f kann aber auch surjektiv sein, wenn f(x)=y nicht nach x auflésbar ist (Z.B. ist f(x) = x In(x) nicht
nach x auflésbar, aber doch surjektiv, da streng monoton und unbeschrankt.)

© W. Konen 04V-VORKURS_Funk.docx Seite 6




L

Prof. Dr. Wolfgang Konen Mathematik 1, WS2019 03.11.2019

Beispiele:

a) e* :R - R"und In(x):R™ — R sind Umkehrfunktionen zueinander.

b) f: R — R, f(x) = X?ist nicht injektiv und damit auch nicht umkehrbar.

Aktivierung: Wie kann man f(X) = X2 umkehrbar (also bijektiv) machen?

Anschaulich: Die Umkehrung einer Funktion entspricht der Spiegelung an der Winkelhal-
bierenden des x-y-Diagramms. Denn die Umkehrfunktion vertauscht die Rollen von y und x,
und Vertauschen der Koordinaten im Punkt (x,y) fihrt auf den Punkt (y,x), welches der an
der Winkelhalbierenden gespiegelte Punkt ist.

7
2.5
2]
1.5
[

054

Abbildung 4-6: f(x) = x?> und die zugehorige Umkehrfunktion f -}(x)= \/;(

b) Bestimmen Sie Definitionsbereich und die Umkehrfunktion fiir f(X) = 2x+1.
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V4.3. Funktionsubersicht

4.3.1. Polynome (=ganz-rationale Funktionen) und gebrochen-
rationale Funktionen

Rationale Funktionen
ag +a1x+a2x2 +o+apX"  pm(X)
by +bx+box%+...+b,x"  dn(X)

mit ai,bie Rund m,n € Ng

Polynome gebrochen-rationale Funktionen
(=ganz-rationale Funktionen) n>0
echt-rational
Nenner = 1 (d.h. n=0) n>m nsm
Bsp.: 5+%x+len5 R X2 +5
X% ++/2 2
X"=—X+T

Definitionsbereich = R, kann Polstellen haben, kann Polstellen haben

stetig auf ganz R, limf(x)= lim f(x)=0

keine Polstellen X —>o0 X —>—oo

a) Xo heilt k-fache Nullstelle von f(X), falls sich der Faktor (X-Xo) k-mal aus Pm(x) abspal-
ten 1&Rt (und ein Polynom ubrig bleibt).

b) Xo heilt k-fache Polstelle von f(X), falls Xo k-fache Nullstelle von Qn(X) ist.

Beispiele:
Xx—-1
f(X) =——
a) 1) X+ 2

Die Funktion f hat eine einfache Nullstelle bei x = 1 und einen einfachen Pol bei x = - 2.
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Polstdlle bei x=-2
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Mullstelle bei x=1

Xx—-1
X+ 2

Abbildung 4-7: Die Funktion f(X) =

%nlstellen

4 2 | jNulistelly | 4 e g

2

Abbildung 4-8: Die Funktion f(X) = 5
(x+21)“(x-3

Die Funktion f hat eine doppelte Nullstelle bei x = 0, einen zweifachen Pol bei x = -1 und
einen einfachen Pol bei x = 3 .
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4.3.2. Trigonometrische Funktionen
Wozu braucht man Trigonometrie?

Anwendungsfelder trigonometrischer Funktionen sind auller in der Geometrie Uberall dort,
wo Schwingungen oder periodische Abldufe zu beschreiben sind, z.B:
- Wellen, Pendelbewegung

- Wechselstromkreise etc.

Bogenmal

In der ebenen Geometrie werden Ublicherweise Winkel in Gradmalf gemessen (0° bis 360°).
Die Einteilung in 360 Grad ist willkarlich (andere Einteilungen, z.B. in 400, gibt es auch). Ma-
thematiker haben sich auf den Einheitskreis, der den "Universalumfang" 2r hat, und das
Bogenmal geeinigt:

Abbildung 4-9: Bogenmal} versus Gradmal

Zwischen Bogenmal} s und Gradmal} o besteht die lineare Beziehung:

R _180°
—W‘X bzw. “——n

mit = 3.1415.......

S

Tabelle spezieller Winkel:

o |-90° 0o 300 450 900 1800 270° 360° 720°
s | ¢ 0 T n 7 T 3z 2n 4n
2 6 4 2 2
Drehsinn: positiv: Gegenuhrzeigersinn
negativ: Uhrzeigersinn
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Def D 4-8 Sinus- und Cosinus-Funktion

Der Sinus eines beliebigen Winkels oo € R (im Bogenmal) ist definiert als der y-Abschnitt
des zu o gehdrenden Punktes P auf dem Einheitskreis.

Der Cosinus eines beliebigen Winkels x e R (im Bogenmal) ist definiert als der x-Abschnitt
des zu x gehérenden Punktes P auf dem Einheitskreis.

A

y

|E’: (cosa, sin a), |

P
A
P

A iEna
/”0( ‘ | R

Cos o X

Abbildung 4-10: Darstellung von Sinus und Cosinus im Einheitskreis

Satz S4-2 , Dreiecksbeziehungen*
Im rechtwinkligen Dreieck gelten folgende Beziehungen:

h
g
o
a
a
sin(a) = % cos(a) = 7 tan(a) = %

Bemerkung: Die langste Seite heildt Hypothenuse h, die dem Winkel o gegenilberliegende
Seite heil}t Gegenkathete g, die am Winkel o beginnende Seite heilt Ankathete a.

Satz S4-3  Eigenschaften von Sinus und Cosinus
Im Folgenden sei ke Z eine ganze Zahl.

Symmetrie: Periodizitat: Nullstellen:
sin(—x) = —sin(x) sin(x+2km) = sin(x) bei X=K fiir Sinus
cos(-x) = cos(x) cos(x+2km) = COS(X) | pei x= th_ +k fir Cosinus
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Beschranktheit: Trigonometrischer
|S|n(X)| S 1 Pythagoras:

sin?(x) + cos?(x) = 1

|cos(x)| < 1

Bemerkung: wir schreiben als Kurzform von ( sin(x) )? = sin? x.

Satz S 4-4 Additionstheoreme

sin(x4+X2) =sin X1 COS X2 + COS X1 SiN X2
cos(X1+X2) = COS X1 COS X2 — Sin X1 Sin X2

Aus den Additionstheoremen lassen sich nutzliche Rechenregeln ableiten, z.B.

sin (2x) = 2 sin x cos X cos(2x) = 2cos?x -1
sin(x+m) = - sin (x) cos(x+m) = - cos (X)
sin(x+’2‘—) = cos (X) cos(x+g—) = -sin (x)

Abbildung 4-11: Graphen der Sinus- und der Cosinus-Funktion

Beispielaufgabe: "Blutroter Sonnenuntergang am Aquator"

Blutrot versinkt die Sonne am Aquator im Meer. Wir sitzen im leise schaukelnden Boot und
blicken zurtick auf die Kiste im Osten, an der sich steil ein machtiger Berg erhebt. Genau
um 18:08 erreicht der Schatten der Dammerung den Saum der Kiste und genau 7 Minuten
spater, um 18:15, verléscht der letzte Sonnenstrahl an der Spitze des Berges. Wie hoch ist
der Berg? (Erdradius = 6000 km)

Wie andert sich die Lage, wenn wir uns auf dem 50. Breitengrad befinden?
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[Losung am Ende]

4.3.3. Tangens- und Cotangensfunktion
Wichtig ist eigentlich nur
sinx
tanX =——
COSX

und Cotangens = Kehrwert des Tangens. Der Rest ergibt sich aus den Eigenschaften von
Sinus und Cosinus.

Q=(1 tan)

I

tan o

sino

L
-
”
-
-
-
”
’
L
’

Abbildung 4-12: Darstellung von Tangens mit Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Der Tangens wird, wie auch Sinus und Cosinus, am Einheitskreis definiert. Er ist hier die__

Lange der Gegenkathete, wenn die Ankathete die Lange 1 hat. Aus der geometrischen Ahn-

L . sina _ tano . I

lichkeit der Dreiecke OPoP und OQoQ folgt = 1 An der Skizze kdnnen wir wei-
COoso

/4 .
terhin abschéatzen, dass fir ae (0, 2 ) gilt: sin o < o < tan .

Def D 4-9 Tangens- und Cotangens-Funktion
Der Tangens eines beliebigen Winkels x € R (im Bogenmal) ist definiert als
tan: R\{%+kn; ke Z}——R

sin x
COS X

tanx =

Der Cotangens eines beliebigen Winkels x € R (im Bogenmal) ist definiert als
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cot:R\{km; ke Z}——>R
COS X
sinx

cotx =

Tangens im rechtwinkligen Dreieck s. Satz S 4-2.

Satz S4-5  Eigenschaften von Tangens und Cotangens
Im Folgenden sei ke Z eine ganze Zahl.

Symmetrie: Nullstellen:
tan(—x) = —tan(x) bei X=Km fiir Tangens

cot(—x) = —cot(x) bei X= g— +Kkm f. Cotangens

Periodizitat: Polstellen:
tan(x+2kn) = tan(x) tan x — Feo bei x= 2 +kn

cot(x+2km) = cot(x) COt X—> *oo  bei X=KTt

Abbildung 4-13: Tangens- und Cotangensfunktion

© W. Konen 04V-VORKURS_Funk.docx

Seite 14




Prof. Dr. Wolfgang Konen Mathematik 1, WS2019 03.11.2019

4.3.4. Arcusfunktionen
Monotonie
Sinus und Cosinus sind als Funktionen auf R definiert, aber dort nicht monoton, also auch
nicht umkehrbar. Schrankt man allerdings Sinus auf das Intervall (- g— : 72t— ) ein und Cosi-

nus auf (0,r), so sind beide Funktionen streng monoton und damit umkehrbar. Die Umkehr-
funktionen werden als Arcussinus und Arcuscosinus bezeichnet.

Tangens und Cotangens sind auf ihren maximalen Definitionsbereichen nicht monoton. Al-

lerdings ist Tangens auf (-%,%) streng monoton wachsend und Cotangens auf (0,r) streng
monoton fallend. Auf diesen Intervallen sind die Funktionen auch umkehrbar Die Umkehr-
funktionen werden als Arcustangens und Arcuscotangens bezeichnet

Def D 4-10  Arcusfunktionen

Die Umkehrfunktionen von Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens werden Arcusfunktio-
nen genannt.

Winkelfunktionen Arcusfunktion

sin: [-5,%5] —[-1,1], x=siny arcsin: [-1,1] =[-%2,%],
y=arcsin x = sin™! x

cos: [0,r] —[-1,1], x=cosy arccos: [-1,1] —[0,n] ,
y=arccos X = cos™' x

tan:[-57,%] > R, x=tany arctan: R =[-%3,%],
y=arctan x = tan' x

cot: [O,nf] - R, x=cot y arccot: R —»[0,n] ,

y=arccot x = cot™’ x

Hinweis: Schreibweise tan™! X nicht verwechseln mit 1/tan X. Deshalb besser arctan x
oder atan X verwenden!!

Im Definitionsbereich gilt arcsin( sin'y ) =y und sin( arcsin X ) = X und entspre-
chend auch fur die Gbrigen Umkehrfunktionen.
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1.5 )

A5 -1 052 05 1015

mrmrme AN === ACCoS(x)

Abb. 4.14: Sinus und Arcussinus Abb. 4.15: Cosinus und Arcuscosinus

37
1] o
32|
P, ; ) 1_: 3
-2
2
tanix) cotix)
....................... - S
------ arctan () mmmm== gnooof(x)

Abb. 4.16: Tangens und Arcustangens  Abb. 4.17: Cotangens und Arcuscotangens
Weitere Eigenschaften der Arcusfunktionen werden in den Ubungen besprochen!

Ubung: Bei einem Haus mit 20m Breite hat der Dachstuhl eine Giebelhdhe von 5m. Welchen
Winkel schlie3t das Dach mit der Horizontalen ein?
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4.3.5. Hyperbolische Funktionen
Sinus hyperbolicus (sinh) und Cosinus hyperbolicus (cosh) sind definiert durch

sinh(x) = %(eX —e ) und cosh(x) = %(ex 4% )

Sie erflllen die Additionstheoreme
sinh(xq £ X2) =sinh(xq) cosh(x2) + cosh(x1) Sinh(x»)
cosh(x1q £ X2) = cosh(x4q) cosh(X2) £ sinh(x1) sinh(X2)

(Beweis in Ubungen)

coshix)
....................... Expl::(:l-'rg
------ sinhix)

Abbildung 4-18: Sinus hyperbolicus und Cosinus hyperbolicus

Wieso in den Namen dieser Funktionen "Sinus" und "Cosinus" vorkommt, obwohl die Funkti-
onen ja gar nicht periodisch sind, werden wir spater verstehen, wenn wir zu komplexen Zah-
len und komplexen Funktionen kommen.

Lésung zu Ubung 4.2.1:
a) fist injektiv, denn fir alle x4, x2 € R gilt

f(x1) - f(x2) = (2x1+1) - (2x2+1) = 2 (X1-X2).
Fir x1 # x2 € R gilt somit f(X1) # f(x2).

f ist auch surjektiv, denn fir jedes ye R gibt es ein xe R, namlich X = yT wie man
durch Auflésen von y=f(x) nach x findet.

b) y=g(x) ist surjektiv, denn fir jedes y20 gibt es ein x, namlich X = \/§
g ist NICHT injektiv, denn zum Beispiel ist g(2) = 4 = g(-2).
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Meist kann man Funktionen, die NICHT "X"-jektiv sind ("X" = in-, sur- oder bi-) durch pas-
sende Einschrankung des Definitionsbereichs und/oder des Wertebereiches "X"-jektiv ma-
chen.

Losung zu Aufgabe "Blutroter Sonnenuntergang am Aquator™:
Aus geeigneter Zeichnung liest man ab:

+ cosQ
Es gilt 1 Tag = 24-60 min =1440 min. o(1 Tag) =2rn = (via Dreisatz) o7 min) = 21*7/1440.

Durch Einsetzen folgt h=2799.76 m fiir Aquator. Fir den 50. Breitengrad (b=50°) ist R zu
ersetzen durch Re#=R sin b (Abstand zur Erdachse, Bild!) und damit ist h=2144.74 m.

Hinweis auf spater: wir werden mit dem Satz von Taylor in Kapitel 05-Differentialrechnung
eine noch viel einfachere Faustformel "Hohe[m] = 57 * Zeit[min] zum Quadrat" kennenlernen.

cosoczl & th( 1 -1
R+h

Lésung zur Aufgabe Hausdach: [Skizze machen] o = arc tan (5/10) * 180/ = 26.56°.
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