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10. Statistik, Zufall und Wahrscheinlichkeit

LStatistik ist: Wenn der Jager am Hasen einmal links und einmal rechts vorbeischief3t, dann ist
der Hase im Durchschnitt tot.”

"Traue keiner Statistik, die du nicht selber gefélscht hast.” [Winston Churchill]

10.1. Uberblick

[Lit.: de.wikipedia.org, "Statistik"]

Historisch: Statistik = (vergleichende) Staatsbeschreibung (!), ital. statista = Staatsmann. Der
Begriff wurde um 1749 von G. Achenwall geprégt.

Heute:

beschreibende (deskriptive) Statistik: allgemeine Daten (nicht nur solche von
Staaten!) verdichten zu Tabellen, graphischen Darstellungen oder Kennzahlen,
Klasseneinteilung, Clusterung

Wahrscheinlichkeitstheorie: Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsraume, Ereignis,
bedingte Wahrscheinlichkeit (Bayes), Zufallsvariable: diskret, stetig, Erwartungswert,
Varianz, wichtige Verteilungen (binomial, normal, %?)

schlieBende (induktive) Statistik: Schluss vom Besonderen auf das Allgemeine,
von der Stichprobe auf die Gesamtheit: Parameterschatzung, Hypothesentests

(Stochastik = ,die Kunst des Vermutens*)

10.1.1. Warum Informatikerinnen Statistik brauchen

Statistik hat viel mit Daten und deren Verarbeitung zu tun, und damit ist der Bezug zur
Informatik (= Datenverarbeitung) schon mehr als klar:

Viele Aspekte der deskriptiven Statistik kdnnen wir hier nur anreissen, hier gibt es
noch wesentlich mehr zu entdecken, wenn Sie spéter Vertiefungen in den Richtungen
Data Mining und/oder Visualisierung von Daten studieren. Datenanalyse und
Datenaufbereitung spielt eine wesentliche Rolle in vielen
Informationsmanagementsystemen (=Anwendungsfeld fir Informatiker in der
betrieblichen Praxis, Stichworte OLAP, SAP). Die (beschreibende) Statistik (Kap.
10.2) legt hierfur die Grundlagen.

Wer solche und &hnliche Anwendungen interessant findet: WPF Data Mining
praktisch — Vorbereitung DMC (W. Konen, T. Bartz-Beielstein)

Die Kombinatiorik (Kap. 10.3.2) ist die "Kunst des Z&hlens". Sie bildet die
Grundlage fir viele Zufallsprozesse, und Informatiker brauchen sie, um sich einen
Uberblick iber die Komplexitat von Problemen zu verschaffen (Beispiele: Wieviele
Mdglichkeiten gibt es beim n-Stadte-TSP (Kap. 9.4.2)? Wieviele Passworter der
Lange 5 enthalten "AA"?)

Das Theorem von Bayes (bedingte Wahrscheinlichkeit) ist die Grundlage fur
Klassifikation. Beispielsweise kdnnen Sie damit einen Spam-Filter bauen, der
anhand verschiedener Merkmale die Wahrscheinlichkeit fiir Spam bewertet.

Bei jeder Qualitatskontrolle missen Sie Stichproben bewerten und danach
Entscheidungen fallen. Hier spielen Zufallsvariablen (Kap. 10.3.3)und
Normalverteilung (Kap. 10.3.5)eine grof3e Rolle.

Bei den meisten Entscheidungen missen Sie verschiedene Unwéagbarkeiten ins
Kalkul ziehen. Hier spielen Zufallsvariablen (Kap. 10.3.3) eine grof3e Rolle >>
Risikominimierung.
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10.2. Beschreibende Statistik
[Stingl03, S. 581-598]

10.2.1. Merkmale und Merkmalstypen

Die in der beschreibenden Statistik entwickelten, recht anschaulichen Begriffe spielen "Pate”
fur die abstrakteren Begrifflichkeiten der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Die beschreibende Statistik befasst sich mit der Darstellung von Daten.
Nehmen wir gleich ein konkretes Beispiel und betrachten wir Daten tber die
FuRballbundesliga. Die Rohdaten einer Spielzeit sehen z.B. wie folgt aus

Tabelle 10-1

Datum Mannschaft Tore Zuschauer
Heim Gast Heim Gast

01. Méarz Vil Bochum BVB 3 1 44.000

07. Marz FC Bayern FC Schalke 0 5 66.000

Im Laufe einer Spielzeit kommen hier eine ganze Menge Daten zusammen, und Aufgabe der
beschreibenden Statistik ist es, durch geeignete Methoden einen guten Uberblick
herzustellen. Aussagekraftiger als die "nackte" Tabelle sind zum Beispiel: (a) Ranglisten, (b)
(kumulierte) Tordifferenzen, (c) durschnittliche Zuschauerzahlen usw.

Es ist zu unterscheiden zwischen den Merkmalen (z. B. Mannschatft, Spieltag, Tordifferenz)
und den Auspragungen, die diese Merkmale annehmen kdnnen (z.B. "VFL Bochum", "FC
Bayern", ... fir Merkmal Mannschatft)

ist analog zu
Mathematische Merkmal Funktion f
Analogie: "
Auspragung Funktionswert f(X)

Fur die beschreibende Statistik sind verschiedene Merkmalstypen zu unterscheiden:

Def D 10-1 Merkmalstypen

Ein Merkmal heif3t qualitativ oder nominal, wenn sich seine Auspragungen durch Worte (Nomen)
beschreiben lassen.

Bei einem Rangmerkmal lassen sich die Merkmale in eine lineare Ordnung bringen.

Ein Merkmal heif3t (metrisch-)quantitativ, wenn sich die Auspragungen durch Zahlen erfassen
lassen, mit den fur Zahlen Ublichen Abstandsbegriffen ("liegt nahe bei", "ist gro3er als" usw.).

Ein quantitatives Merkmal heil3t diskret, wenn die Auspragungen deutlich voneinander abgrenzbar
sind. Es heil3t stetig (kontinuierlich), wenn innerhalb von bestimmten Intervallen prinzipielle alle
Werte als Auspragung auftreten kénnen.

Anmerkungen:

o Der Begriff "diskret" wird oft mit "ganzzahlig" gleichgesetzt, was zwar in der Praxis
haufig der Fall ist, aber keinesfalls notwendigerweise so sein muss.

o0 Ein quantitatives Merkmal, das nur abzahlbar viele Werte annimmt, ist immer diskret.
Auch wenn die Auspragungen "krumme", z.B. irrationale Zahlen wie «, 2, 3m, ... sind.

0 Jedes quantitative Merkmal besitzt eine lineare Ordnung.
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o0 Jedes quantitative Merkmal und jedes Rangmerkmal ist auch qualitativ.

Tabelle 10-2
Typ gualitativ = Rangmerkmal guantitatives Merkmal
nominal
Wertemenge diskret diskret diskret ‘ stetig
Skala Nominalskala Ordinalskala metrische Skala
Farbe Tabellenplatz RAM in kByte Temperatur
Beispiel rot, griin, blau, ... | 1., 2,3, ... 44512,32.128, | 0.51°C, 27.36°C,
16.000, O, ...
Ordnung? nein ja ja
Summen- und @&- | nein fragwiirdig (11)° ja
Werte?
Beispiele:

o Der Name der Vereine der Ful3ballbundesliga ist ein qualitatives Merkmal
o0 Der Tabellenrang ist ein Rangmerkmal Uber den Vereinen der Liga

o Die Zuschauerzahl ist ein quantitaiv-diskretes Merkmal (ganzzahlige Werte), die
Temperatur auf dem Rasen ein quantitativ-stetiges Merkmal des jeweiligen Spiels.

o Die Dateigrof3e in kByte auf der Festplatte meines Laptops ist auch ein diskretes
Merkmal, auch wenn es in der Regel nicht ganzzahlig sein wird (!)

10.2.2. Relative Haufigkeiten und ihre graphische Darstellung
Fur jedes Merkmal, ob qualitativ oder quantitativ, lassen sich grof3e Tabellen oft Gbersichtlich
zusammenfassen, wenn man absolute Haufigkeiten N; und relative Haufigkeiten h; bildet:

Tabelle 10-3
Wochen mit Mannschatft i als Spitzenreiter
Merkmal Mannschatft i Anzahl N; . o n;
(absolute Haufigkeit) relative Haufigkeit lj = W
Aus-
pra- Werder Bremen | 2 2/15=0.1333
gun Schalke 04 5 5/15 =0.3333
gen FC Bayern 5 5/15 = 0.3333
VFB Stuttgart 2 2/15=0.1333
VFL Bochum 1 1/15 = 0.0666
Summe 15=N 1.00000

® Wieso ist bei Rangmerkmalen die Summen- und Durchschnittsbildung zumindest fragwiirdig? — Weil
der Rang nichts tber den tatsachlichen Abstand aussagt, auch nichts tber die involvierten absoluten
Summen. Eine Saison mit Kopf-an-Kopf-Rennen und eine "Michael-Schumacher-Deklassierung"
sehen in der Rangstatistik u.U. vollig gleich aus. Die Rangfolge der Wochenumséatze einer Filialkette
ist u.U. wenig aussagekraftig, wenn die Woche vor Weihnachten 10x so hohe Umsatze hat.
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Bei quantitativen Merkmalen kann man noch die kumulierten relativen Haufigkeiten H;
hinzufugen, diese bilden die Grundlage fir die (kumulierte) Haufigkeits-

Verteilungsfunktion H(X).

Def D 10-2  Haufigkeits-Verteilungsfunktion
Sei X ein quantitativ-diskretes Merkmal mit den Auspragungen X; < X; < ... < Xy. Dann ist
i
H = Zhj die kumulierte relative Haufigkeit (Wie viel % der Daten sind < x;?) und
=1
0 fur x<x
H:R—-[0] mit HXx)=< H  flir X, <xX<Xx,,

1 fur x=x,

ist die Haufigkeits-Verteilungsfunktion.

Beispiel: Ein Touristikkonzern will wissen, in welchen GruppengroRen seine Kunden
typischerweise buchen (Alleinreisende, Paare, Familien, ...)

Tabelle 10-4
Buchungen mit Reisendenzahl i
Anzahl Reisende | Anzahl n; relative Haufigkeit | kumulierte relative
i (absolute Haufigkeit) h; Haufigkeit H;
1 5123 10.7% 10.7%
2 24510 51.3% 62.0%
3 13340 28.0% 90.0%
4 3270 6.8% 96.8%
>5 1500 3.2% 100.0%
Summe 47743 100%
120.00%
100.00% ¢ K——
80.00%
60.00% = u
40.00%
20.00%
r—)
O-OO% I I I I I 1
1 2 3 4 5

Abbildung 5: Haufigkeitsverteilungsfunktion H(x)
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Damit lasst sich die Antwort auf eine Frage wie "Wieviel % meiner Buchungen haben eine
GruppengroRe < 3?", namlich 90%, unmittelbar aus der kumulierten Haufigkeit Hz ablesen.

Fur die Haufigkeiten gelten folgende, unmittelbar einsichtige Beziehungen:

Satz S 10-1
m

n,+n,+...+n, = an =N (Summe der Datensatze)
j=1
m

hy+h, +...+h, =Y h =H_ =1

H =H_,+h  fir r>2

und H(X) ist monoton wachsend.

Ubung: Gegeben sei ein Merkmal x;, das die Ausprdgungen x; = 1,...,8 annehmen kann. In
einer Stichprobe sind diese Auspragungen mit folgenden absoluten Haufigkeiten vertreten:

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8

n; 20 25 10 2 8 5 0 30

Berechnen Sie h; und H;. Mit welcher Haufigkeit gilt 4<X;<7? Mit welcher Haufigkeit gilt
2<X<67?

Grafische Darstellung von relativen Haufigkeiten:

Merkmal X ist ...

/\

... qualitativ ... quantitativ

‘ /\.

Kreisdiagramm Tabelle Tabelle zu groR3
Balkendiagramm Ubersichtlich [
* Ubergang zu
Haufigkeitsdiagramm Klasseneinteilung
(empirische) ‘
Verteilungsfunktion
Histogramm
Verteilungsfunktion
Boxplot

Beispiele in Vorlesung! [s. Mathe-Reihen-V2.xlsm ]
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Wenn bei einem quantitativen Merkmal zu viele Auspragungen im Datensatz vorliegen (dies
wird regelmaRig bei quantitativ-stetigen Merkmalen der Fall sein, jeder Wert tritt in der Regel
nur einmal auf), dann bringt eine direkte Haufigkeitsdarstellung wenig. Deshalb gruppiert
man die Daten in einer Klasseneinteilung

Def D 10-3 Klasseneinteilung

Sei X ein quantitatives Merkmal. Eine Klasseneinteilung von X genugt folgenden Anforderungen:
1. Die Klassen sind paarweise disjunkt.
2. Die Klassen stolRen lickenlos aneinander.
3. Die Vereinigung aller Klassen Uberdeckt jeden Merkmalswert.

Beispiel: Sei X ein Merkmal mit Werten zwischen 0.4 und 5.0. Dann sind
[0.0, 1.5[, [1.5,3.0[, [3.0,4.5[, [4.5,6.0[
oder [0.0, 1.5[, [1.5,4.5], [4.5, 6.0

gultige Klasseneinteilungen. Man beachte, dass die Klassen unterschiedlich breit sein
kénnen. Mit K = [X;,Xi+1[ 4Rt sich eine Einteilung in M Klassen Ky,..., K, durch m

Zahlen X1, ... , Xm charakterisieren. Die Klasse K; hat die Breite AX; = Xj+1 — Xi.

Wir behandeln in dieser Einfuhrung nur gleichbreite Klassen. Bei unterschiedlich breiten Klassen missen
Histogramme etwas anders behandelt werden.

Def D 10-4  Histogramm

Sei K eine Klasseneinteilung mit gleichbreiten Klassen. Die relative Haufigkeit ,Wieviel
Prozent der Daten fallen in Klasse K;?“ bezeichnet man mit h;.

Ein Histogramm f(X) besteht aus Rechtecken iber den einzelnen Klassen, mit Breite AX;
und Hohe h; (oder auch n;).

Die Haufigkeits-Verteilungsfunktion H(X) (s. Def D 10-2) iiber der Klasseneinteilung nennt
man auch kumuliertes Histogramm.
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Mit dem Histogramm fuhrt man ein quantitativ-kontinuierliches Merkmal zuriick auf ein

L.t M
0 2 4

[

quantitativ-diskretes und gewinnt schnell einen Uberblick, welche Klassen haufig / weniger

haufig sind.

Wieviele Klassen? — Faustformel: Hat man N Werte in seinem Datensatz, so sollte man ca.

N2 Klassen wahlen, dann kann im Mittel jede Klasse N*? Daten enthalten.

Beispiel:

Gegeben seien die Daten
0.5 0.7 1.2 1.9 2.0 2.2 2.6 2.7
2.9 2.9 3.2 3.4 35 3.7 3.8 4.2
4.7 5.0 5.3 5.7

Das Histogramm fur die Klasseneinteilung [0,2[, [2,4], [4,6[ errechnet sich daraus wie folgt:

m=3 Klassen n h; X H(x) f. x>X;
[0.0, 2.0 4 0.20 0.0 0.2

[2.0, 4.0 11 0.55 2.0 0.75

[4.0, 6.0 5 0.25 4.0 1.00
Summen (Kontrolle) 20 1.00
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H(x)

f(x)

\4

Ubung: Gegeben sei eine Messreihe fiir Temperaturen T, die bei einem industriellen
Prozess gemessen werden. Die Reihe liegt in geordneter Form vor:

T -3 -1 -1 1 1 3 10 12
12 14 18 19 19 20 25 27
31 33 46 46 50 52 89 90
90 101 110 110 124 134

Berechnen und zeichnen Sie das Histogramm f(X) nach Def D 10-4 und die Haufigkeits-
Verteilungsfunktion H(X) nach Def D 10-2 fiir die Klasseneinteilung

[-10, 20[, [20,50[, [50, 80[, [80, 110[, [110, 140[, [140, 170[

10.2.3. Parameter einer Stichprobe
[Stingl04, S. 589-594]

Ein anderer Weg, eine Menge von Daten zu charakterisieren, besteht darin, (mdglichst
aussagekraftige) Kennzahlen zu ermitteln. Idealerweise spiegelt sich dann, wenn wir
regelmafig wiederkehrend bestimmte Daten erheben, eine interessierende Veranderung in
der Datenzusammensetzung in einer "signifikanten" Veranderung der Kennzahl nieder.

Beispiel: Temperaturwerte werden an einer Mel3station stiindlich erhoben. Die mittlere
Tagestemperatur ist eine Kennzahl, die die Gesamtheit von jeweils 24 Messungen
charakterisiert. Die 24 Messungen bilden eine Stichprobe und man definiert folgende
Parameter (Kennzahlen):

Def D 10-5 Mittelwert und Median

Der arithmetische Mittelwert X einer Stichprobe X = {X4,...,Xn} ist

_ 1 138
X _H(X1+"'+X”)_H;X‘ .

Fur den Median einer Stichprobe X = {Xl,...,xn} ordnet man die X; zun&chst der Grof3e nach:
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X' < X', <. <X, . Der Median M(X) ist der Wert, bei dem 50% der Werte "kleiner-gleich” sind
und 50% "groRer-gleich”. Fur ungerades n ist M(X) = X'(n+1y/2-
X n/2 +X n/2+1

Fur gerades n ist M(X) = 5

Def D 10-6 p-Quantil

Das p-Quantil qp einer Stichprobe ist der Wert, unterhalb dem genau der Anteil p aller Daten liegt.
Ist n-p nicht ganzzahlig, dann 0, = X'(n,pw.
X'p X

. n-p+1
Ist n-p ganzzahlig, dann 0, = 5

Anmerkungen:

o Der Median ist (etwas) aufwendiger zu berechnen als der Mittelwert, da zunachst die
Werte sortiert werden mussen.

o Der Median ist aber auch "robuster": Ein einzelner Ausreil3er verandert den Median
kaum, den Mittelwert aber u.U. stark.

o Der Median ist der Spezialfall eines Quantils, namlich das 0.5-Quantil.

o Das 0.25-Quantil nennt man auch (unteres) Quartil, da genau ein Viertel aller Daten
unterhalb liegt.

o0 Das 0.1- und 0.9-Quantil nennt man auch unteres bzw. oberes Dezil.
Beispiel in Vorlesung.

Def D 10-7 Varianz und Standardabweichung

Die (empirische) Varianz s? einer Stichprobe X={x,...,x,} ist definiert als

52 —ii(x- —X)?
n—li:1 i :

<o [o2
mit dem Mittelwert X nach Def D 10-5. Die GroRe S=VS " heilkt (empirische)
Standardabweichung. Je gréRer s oder s?, desto mehr streuen die Werte der Stichprobe.

Def D 10-8 Interquartilsabstand IQR (inter-quartile range)
Ein alternatives MaR fiir die Streuung einer Stichprobe ist der Interquartilsabstand

IQR = (o.75 —Co.25

(zu Quartil vgl. Def D 10-5). Im Intervall [(o.25, (o.75] liegen genau 50% aller Daten. Je gro3er der
IQR, desto mehr streuen die Werte der Stichprobe.
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10.2.4. Boxplot: Visualisierung einer Stichprobe
unterer Median oberer
Ausreiier "“whisker" "Whisher™
T ey i I -|
I I I I
-2 -1 L] 1 2

Der Boxplot ist eine kompakte Methode, die wesentlichen Parameter einer Datenreihe in
einem Bild zu visualisieren:

e Das Rechteck wird durch das untere Quartil und obere Quartil begrenzt. (Das untere
Quiartil ist die Linie, unterhalb der 25% der Daten liegen, analog fir oberes Quartil.)

¢ Das Rechteck wird durch den Median (s. Def D 10-5) geteilt

e Fur die Whisker (engl. ,Schnurrhaare®) gibt es verschiedene Konventionen. Eine

Konvention ist: Die Lange jedes Whisker betragt maximal das 1.5-fache des
Interquartilsabstandes IQR und wird immer durch einen Punkt aus den Daten

bestimmt.
e Punkte, die auRerhalb der Whisker liegen, werden einzeln als Ausreisser dargestellt.

Beispiel: Man zeichne den Boxplot fiir folgende Stichprobe:

Ubung: Zeichnen Sie den Boxplot fiir folgende Stichprobe:

4

5

5

10

10

11

11

12

12

13

13

14

15

15

25

27
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10.3. Wahrscheinlichkeitstheorie

10.3.1. Der Wahrscheinlichkeitsbegriff
[Stingl03, S. 606ff. + Hartmann04, S. 387ff.]

Bei der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie hat man sich von den Methoden der
(empirischen) Statistik und Stichprobe leiten lassen und man hat diese Begriffe auf ein
theoretisches Modell Ubertragen: Ein Versuch kann beliebig oft wiederholt werden
(zumindest im Prinzip), aber wegen unkontrollierbarer Einflisse kann man den Ausgang
nicht prazise vorhersagen.

Begriffliche Gegenuberstellung:

Tabelle 10-5

Beschreibende Statistik Wahrscheinlichkeitstheorie Kap.

rel. Haufigkeit Wahrscheinlichkeit 10.3.1
Haufigkeits-Verteilungsfkt. Verteilungsfunktion 10.3.3
Histogramm Dichtefunktion 10.3.3
Auspragung Versuchsausgang 10.3.1
Menge d. Auspragungen Ergebnismenge 10.3.1
Merkmal (quantitativ) Zufallsvariable 10.3.3

Def D 10-9 Zufallsexperiment, Ergebnismenge, Ereignismenge

Unter einem Zufallsexperiment versteht man einen beliebig oft unter gleichen Bedingungen
wiederholbaren Versuch, dessen Ausgang wegen unkontrollierbarer Einflisse dem Zufall unterworfen
ist. heil3t

Ergebnismenge Q: die Menge der mdglichen Versuchsausgange,
Ereignismenge _4: die Menge aller Teilmengen von Q.

Die leere Menge { } und Q selbst sind ebenfalls Teilmengen von Q und damit Elemente von 4. Es
hei3t { } das unmaogliche Ereignis und Q das sichere Ereignis.

Ist A e 1 ein Ereignis, so heit A ="A tritt nicht ein” das zu A komplementare Ereignis.

Die Elemente von Q sind ebenfalls Elemente von 4 und heissen Elementarereignisse.

Beispiele, Anmerkungen:
1. Beim Wirfelnist Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zuféllige Ereignisse sind

A = {6} "Wiirfeln einer Sechs”
B ={1,3,5} "ungerade Augenzahl"
C={12} "weniger als 3"

2. Das zu C komplementére Ereignis ist C ={3,4,5,6}.

3. {}und Q sind zueinander komplementare Ereignisse.

Def D 10-10  Wahrscheinlichkeitsmafd

Eine Funktion P: 4 — R, die jedem Ereignis A € 4 eine reelle Zahl zuordnet, heil3t
WahrscheinlichkeitsmaR P(A) (engl. "probability"), wenn gilt:

1. 0<PA)<1

2. P@®=1
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3. P(ALUAU ) =P(A) + P(AY) + ... falls sich Ay, A,, ... paarweise ausschlie3en. (Solche
Ereignisse A;, A,,... nennt man auch unvereinbar.)

Aus diesen sog. Wahrscheinlichkeitsaxiomen kann man weitere Eigenschaften das
Wahrscheinlichkeitsmal3es ableiten:

Satz S 10-2 Konsequenzen

1. P(A)=1-P(A)
2. P(h=0
3. P(AUB)=P(A) + P(B) — P(A N B)

Beispiel: Beim Wurfelexperiment ist die Ergebnismenge {1,2,3,4,5,6}. Welche
Wahrscheinlichkeit missen wir bei "fairem"” Wirfel den einzelnen Elementarereignissen
zuschreiben?

Dies folgt direkt aus den Axiomen in Def D 10-10:
1=P(Q)=P{1}w{2Z}u..u{6}) =P{1}) + .. + P({6})

weil die einzelnen Elementarereignisse paarweise unvereinbar sind. Bei einem “fairen”

Wiirfel sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich, also P({i})=1/6.

Die Wahrscheinlichkeit fur Ereignis A = "Augenzahl < 3" ist P(A)=2/6.

Die Wahrscheinlichkeit fir A ="Augenzahl nicht < 3" ist P(A) = 1 — P(A) = 4/6.

10.3.2. Kombinatorik

Zahlreiche Zufallsexperimente kann man auf den sogenannten Laplaceschen Spezialfall
zurickfuhren:

Es gibt einen endlichen Ergebnisraum (2, dessen Elementarereignisse (s. Def D 10-9)
alle gleichwahrscheinlich sind.

Satz S 10-3 Laplacesche Wahrscheinlichkeiten

Im Laplaceschen Spezialfall gilt:

Anzahl der zu A gehdrigen moglichen Versuchsausgange  gunstige Falle
Anzahl der Uberhaupt mdglichen Versuchsausgange - maogliche Falle

P(A) =

Das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten ist also auf das Zahlen von Ereignissen
zurtickgefihrt. Die Kombinatorik als die "Kunst des Zahlens" liefert hierzu die Grundlage.

Summenregel und Produktregel

Summenregel: Hat man n Objekte mit Eigenschaft a, m Objekte mit Eigenschaft b, wobei
sich a und b gegenseitig ausschlieen, dann gibt es n+m Mdglichkeiten ein Objekt mit
Eigenschaft ,a oder b* auszuwéhlen.

Beispiel: Mietwagenfirma, 3 Kleinwagen, 7 Mittelklassewagen - 10 Méglichkeiten.
Mengenschreibweise: Sind A und B disjunkte Mengen, dann |AUB| = |A| + |B]|
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Produktregel: Kann man eine Aufgabe in 2 Teilschritte zerlegen und hat man n
Moglichkeiten fur Schritt 1 und m Moglichkeiten fir Schritt 2, dann gibt es n-m Moglichkeiten
fur die gesamte Aufgabe.

Beispiel: 3 Routen von GM nach K, 4 Routen von K nach AC - 12 Routen von GM nach AC
Mengenschreibweise: Die Produktmenge A ® B hat |A ® B| = |A| - |B| Elemente.

Beispiel Wiirfelsumme in Ubung

Zurtck zum Laplaceschen Spezialfall:

Der Prototyp fur solche Laplaceschen Spezialfalle ist das Urnenexperiment: Viele Dinge
des realen Lebens lassen sich, wenn es nur auf die Wahrscheinlichkeiten ankommt,
gedanklich auf eine Urne mit verschieden bezeichneten Kugeln zurtickfihren (denken Sie
an die Ziehung der Lottozahlen), aus der mit oder ohne Zurticklegen (ungeordnete)
Teilmengen oder (geordnete) Listen gezogen werden.

Binomialkoeffizienten (Wdh.)

Def D10-11: Fir n, k € Ng mit k<n definiert man:

e die Fakultat nl=n-(n—-1)-...-2-1 fur n>0 sowie 0! = 1

. , . n n! n-(n=-1-...-(n—-k+1)
e den Binomialkoeffizienten = =
k k!(n—k)! k-(k-1)-...-2-1

Die letzte Umformung gilt nur fir k>0.

Kombination, Variation, Permutation

Kombination: Auswahl von k Elementen aus einer n-elementigen Menge, Reihenfolge egal.
Implementierung: Menge, Set. {1,2,5} und {5,1,2} sind dieselben Mengen. Beispiel: Lotto.

Variation: Auswahl von k Elementen aus einer n-elementigen Menge, Reihenfolge wichtig.
Implementierung: Liste. [1,2,5] und [5,1,2] sind verschiedene Listen. Beispiel: Pferderennen.

Permutation: Variation mit k=n. Beispiel: Mischung eines Skatspiels.

Satz S10-4  Stichproben

Zieht man aus einer n-elementigen Menge eine k-elementige Stichprobe (geordnet oder
ungeordnet), so gibt es dafir, je nachdem ob dies mit/ohne Ziricklegen geschieht, folgende
Anzahl von Moglichkeiten:

Reihenfolge wichtig Reihenfolge egal
(geordnet) (ungeordnet)
(Variation) (Kombination)
Ziehen mit n+k-1 n+k-1
Zuriicklegen n® =
(Zmz) k n-1
Ziehen ohne nl (n] nl
Zuriicklegen =
(Z02) (n—k)! k) (n—k)tk!
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Beweis von Satz S10-4 in Vorlesung!

Anwendungsbeispiel: Binomischer Satz
Ein wichtiger Anwendungsfall der Kombinatorik ist der Binomische Satz

Satz S10-5 (Binomischer Satz): Firn € N und a,b € R gilt:

(@+b)" = i@akb”—k

k=0

Beweis in Vorlesung!

Beispiele und Ubungen:

Beispiel 1: In einer Urne sind 10 weil3e und 20 schwarze Kugeln. Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit, in einer 4er-Ziehung ohne Zurtucklegen 3 weif3e und 1 schwarze zu
ziehen?

Lésung: Wir nummerieren alle Kugeln gedanklich durch, dann haben wir wieder lauter

30
unterscheidbare Objekte und kdnnen Satz S10-4 anwenden. Es gibt [ 4 J Ziehungen

Uberhaupt (ZoZ, Kombination). Wie viele Falle von diesen sind fir unser Wunschergebnis
glnstig? Dazu bilden wir zwei Hilfsurnen H1 und H2: H1 enthalt nur 10 weil3e und H2 nur
20 schwarze Kugeln. Jeder gunstige Fall besteht aus 3 Ziehungen aus H1 und 1 aus H2,

10) 20
also ( 3 ][ 1 J Maoglichkeiten. Setzt man beides ins Verhéaltnis, so erhalt man

10'9~8'20 / 30-29-28-28
1.2.3 1.2.3-4

j: 8.757%

U1. (a) Wie viele Worter mit 4 Buchstaben kann man aus dem Alphabet {a,b,...,z} von 26
Buchstaben bilden? (b) Wie wahrscheinlich ist es, dass ein zuféllig gezogenes Wort nur
aus den ersten 5 Buchstaben besteht?

U2. Beieiner Pferdewette sind bei einem Lauf mit 8 Pferden die Pferde zu erraten, die als
Erster, Zweiter und Dritter durchs Ziel gehen. (a) Wieviel mdgliche Wettausgéange gibt
es? (b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, durch zufalliges Tippen zumindest den
Ersten richtig zu raten?

U3. Beim Lotto werden 6 aus 49 Zahlen gezogen. (a) Wie viele Mdglichkeiten gibt es
insgesamt? (b) Wie wahrscheinlich sind 4 Richtige?

U4. wieviele Wérter der Lange 5 Uber dem Alphabet A={a,b,c} enthalten genau zwei a's?
[Hinweis: Machen Sie's ahnlich wie beim Binomischen Satz!]

U5. Im Staate Mathelan wird der Prasident durch ein 60-kopfiges Gremium gewahlt, 3
Préasidentschaftskandidaten stehen zur Auswahl. Die Wabhl ist geheim, Enthaltungen sind
nicht erlaubt, jeder hat genau eine Stimme. Wieviele verschiedene Wahlausgange gibt
es?

Losung: Da die Wahl geheim ist, ist Reihenfolge irrelevant > Kombination. Weil jeder
Wahlmann/jede Wabhlfrau aus der gleichen 3er-Kandidatenliste wahlen kann, ist es

© W. Konen ZD2gesamt-ext.docx Seite 63



Prof. Dr. Wolfgang Konen Mathematik 2, SS2014 26.03.2014

Ziehen mit Zurticklegen. Es gibt also nach Satz S10-4

n+k-1 62 .
= = M =1891 Wahlausgange.
k 60 2-1

Fazit Urnenexperimente: Es gibt also folgende Systematik der Anwendungsfélle:

geordnet ungeordnet

geheime
Wahlausgange

Ziehen mit

Zuriicklegen Worter aus Alphabet

Lotto, k-Teilmengen
aus n-Menge,
Positionierungen

Ziehen ohne Rangfolgen
Zurlcklegen (Pferdewette)

Eine weitere wichtige Anwendungen sind Qualitatsprifungen durch Stichproben:

Beispiel: Bei einer Lieferung von 100 Chips dirfen nur weniger als 15% defekt sein. Zur
Uberprufung wird eine Stichprobe von N=4 Chips entnommen und vermessen. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, dass eine "schlechte" Lieferung mit 15% Ausschuss akzeptiert wird,
obwohl in der Stichprobe kein fehlerhafter Chip war? Um wieviel sinkt diese
Wahrscheinlichkeit, wenn man auf N=6 erh6ht?

Lésung: Es handelt sich um Ziehen ohne Zuriicklegen. Die Lieferung enthalt 15 schlechte
und 85 gute Chips. Es gilt

85
4) 85.84.83.82
(100) 100-99-98-97
4

_85-84-83-82-81-80
100-99-98-97-96-95

P(N =4) = =51.6% P(N = 6) = 36.6%

Es gibt viele weitere Anwendungen, die wir z.T. in den Ubungen besprechen:

1. Ab welcher Gruppengrof3e lohnt sich die Wette "Wetten, dass in dieser Gruppe von
Personen mindestens zwei im gleichen Monat Geburtstag haben?"

2. bzw."... am gleichen Tag ..."?

3. Dieses Problem hat eine sehr praktische Anwendung in der Informatik: Mit Hashtabellen
ordnet man Objekten, die "von sich aus" keinen (kleinen) Index haben, einen solchen
Index zu. Bsp.: Aus der 10-stelligen ISBN eines Buches bilden wir den Rest bei Division
durch 101. Mdgliche Hashwerte sind also 0,1,...,100. Wie wahrscheinlich ist eine Kollision
in der Hashtabelle, d.h. das Ereignis, dass zwei Bicher auf denselben Hashwert
abgebildet werden?
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10.3.3. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Motivation: Das berihmte 3-TUren-Ziegenproblem wird in
Vorlesung erlautert. Soll ich mich umentscheiden, wenn der
Moderator mir eine Tur mit Ziege 6ffnet? Begriindung?

Die richtige Losung kénnen wir erklaren, wenn wir bedingte
Wahrscheinlichkeiten verstehen.

P(A|B) = Wahrscheinlichkeit, dass A (auch noch)
eintritt, wenn B bereits eingetreten

Beispiel Skatspiel: (wird in Vorlesung naher erlautert)

Beim Skatspiel bekommen von 32 Karten 3 Spieler je 10
Karten, 2 Karten wandern in den Stock. Sei

A ="Alex hat das Pik-As"
B ="Ich habe das Pik-As nicht"

Entscheidungsbaume (Knoten = Ereignisse, Kanten = Wahrscheinlichkeit, dass Kind-
Ereignis eintritt, wenn Eltern-Ereignis bereits eingetreten):

P(A[B) 1 P(B|A)

AnB AnNB ANnB @ AnB ANnB ANnB

Ubung: Uberlegen Sie, welche konkreten Zahlen beim Skatspiel zu den 4
w Wahrscheinlichkeiten P(A), P(B), P(B|A), P(A|B) gehoren!

Den fiir uns wichtigen Teil aus den obigen Entscheidungsbdumen kénnen wir wie folgt
zusammenfassen:

Es gilt die Formel

Satz S10-6 Multiplikationssatz fir Wahrscheinlichkeiten
»  P(B]A)P(A)=P(AnB)=P(A|B)P(B)

In Worten:

P(A|B) ist die Wahrscheinlichkeit, mit der man P(B) multiplizieren muss,
um P(A » B) zu erhalten. Dabei ist P(A|B) nur fur P(B)=0 definiert.

10 _ 10 _ 10 22
Dies bestatigt sich im konkreten Beispiel: 1'5 =32 22 32

Gleichwertig zu Satz S10-6 ist die Definition:
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Def D10-12

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Seien A und B zwei Ereignisse mit P(B) = 0. Dann heif3t

P(A|B) =

P(A N B)
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Satz S10-7

Bayes-Formel

Seien A und B zwei Ereignisse mit P(B) = 0. Dann gilt:

P(A|B) =

P(BIA)P(A)

P(B)

Bew.: folgt unmittelbar aus Formel in Satz S10-6.

Satz S10-8

Seien A1, A, ... Ereignisse, die sich paarweise ausschlieBen und sei U A, = Q. Dann gilt:

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B)= Y P(B[A)P(A)

Beweis in Vorlesung [Uber Bild: verschiedene Pfade uber die A;, Summenzeichen, dann

Ereignis B]

Beispiel Autohersteller [Hartmann, S. 395]

Ubung:

1. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein geliefertes Teil fehlerhaft ist?

Lieferant 1 Lieferant 2 Lieferant 3
Anteil 45% 35% 20%
Ausschuss 2% 3% 1%

2. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein fehlerhaftes Teil von Lieferanten 1, 2
oder 3 stammt?

Def D10-13

Seien A und B zwei Ereignisse. A und B heif3en statistisch unabhangig genau dann, wenn

Statistische Unabhéangigkeit

P(AnB)=P(A)-P(B).

Falls P(A)=0, so gilt:

A und B statistisch unabhangiy < P(B|A) = P(B).
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Ubung: In einer Urne befinden sich 10 Kugeln, darunter 4 schwarze und 6 weiRRe. 2 Kugeln
werden gezogen. Sei

A = "Die 1. gezogene Kugel ist schwarz"
B = "Die 2. gezogene Kugel ist schwarz"

Wie lauten die Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(BJA), wenn man die Kugeln ohne
Zuricklegen entnimmt? Sind A und B statistisch unabhéangig? Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit, 2 schwarze Kugeln zu ziehen, P(ANB).

Beantworten Sie die gleichen Fragen, wenn man die Kugeln mit Zurticklegen entnimmt.

[Losung in den Ubungen]

In der Vorlesung klaren wir mit unserem Wissen Uber bedingte Wahrscheinlichkeiten auch
das Ziegen-Problem.

In der Vorlesung gehen wir kurz auf das Buch von Gigerenzer ein:

[Gigerenzer09] Gerd Gigerenzer: Das Einmaleins der Skepsis: Uber den richtigen Umgang
mit Zahlen und Risiken, Berlin Verlag, 2009. Wieso man Zusammenhange mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten viel besser begreifen kann, wenn man sie als nattirliche Haufigkeiten
ausdrickt. Positiv rezensiert unter http://www.gavagai.de/philrezi/lHHPRZ18.htm.

- siehe Gigerenzer.pptx
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10.3.4. Zufallsvariablen
[Stingl, S. 619.624], [Hartmann, S. 404-418] oder [Teschl05, Bd. 2, S. 245-280]

Motivation: In vielen praktischen Entscheidungssituationen hat man es mit Unwagbarkeiten
Zu tun: Eine Investition (z.B. in eine Startup-Firma) endet zu 20% in einem Desaster (alles
Kapital verloren), zu 70% bei einer Rendite von +20% und zu 10% in einem marchenhaften
Gewinn (Verdreifachung des eingesetzten Kapitals). Soll ich investieren oder nicht?

Zufallsvariablen sind ein wichtiges — eigentlich das wichtigste — Mittel der praktischen
Statistik, denn mit Zufallsvariablen kann man solche Fragen ganz systematisch entscheiden!

Def D10-14 Zufallsvariable, Verteilungsfunktion

Unter einer Zufallsvariablen X versteht man eine Funktion X: € — R, die jedem mdglichen
Ergebnis @ eines Zufallsexperimentes (s. Def D 10-9) eine reelle Zahl X((D) zuordnet.

Wenn X nur abzahlbar viele Werte annehmen kann, spricht man von einer diskreten
Zufallsvariablen. Wenn X beliebige Werte aus einem reellen Intervall annehmen kann, spricht man
von einer stetigen Zufallsvariablen.

Die Funktion F: R — [0, 1] mit F(t) = P(X < t) heiBt Verteilungsfunktion von X.
F ist monoton wachsend.

Beispiele und Anmerkungen:

o X ="Augensumme bei zwei Wirfeln" ist eine diskrete Zufallsvariable. Das
zugrundeliegende Zufallsexperiment: "Werfen zweier Wirfel".

Tabelle 10-6 Augensumme zweier Wirfel

Wert Xm | @ mit X(0)=Xm P(X=Xm) | F(Xm)=P(X < Xm)
von X

2 1,1) 1/36 1/36

3 1,2), 2,1) 2136 3/36

Ubung: Fiillen Sie den Rest der Tabelle aus!
L
o X ="Lebensdauer einer Glilhbirne in h" ist eine stetige Zufallsvariable.
o X ="Stellung des Stundenzeigers einer Uhr". Das Zufallsexperiment ist die zufallige
Auswahl eines Zeitpunktes zum Uhr-Ablesen. Ereignismenge (2 ist die Menge der
méglichen Zeigerstellungen und X: Q — ]0,12] ist eine reelle Zufallsvariable.
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o0 Es macht keinen Sinn, bei einer stetigen Zufallsvariablen nach der Wahrscheinlichkeit

P(X=t) zu fragen, denn die ist 0. (Der Stundenzeiger steht praktisch nie auf "genau
3 Uhr"). Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Stundenzeiger zw. "12" und "1"

steht, gegeben durch F(1) = P(X < 1) = 1/12.

Satz S10-9 Eigenschaften der Verteilungsfunktion

1. Es gilt fur die Verteilungsfunktion F(t) = P(X <'t) einer jeden Zufallsvariablen
imF{t)=0 uwa limF(t)=1
t—>+0

t—-—o0

2. P@a<X <b)=F(b)-F(a)

Punkt 1. ist das Wahrscheinlichkeitsaxioms Def D 10-10, Nr. 2, verallgemeinert fir
Zufallsvariablen: Wenn wir die Grenze t gegen +o verschieben, haben wir das sichere

Ereignis: t”T F(t) = P(X < OO) = P(Q) = 1. Wenn wir die Grenze t gegen -o
—>+0
verschieben, haben wir das unmdgliche Ereignis: t'_'ﬁ‘ F(t) = P(X < _OO) = P({}) =0

Bew.zu 2.: P(X<a)+P(@a<X<b)=P((X<a)v(a<X<b)) =P(X<b). Die 1. Unformung
gilt, weil (X < a) und (a < X < b) unvereinbare Ereignisse sind (s. Def D 10-10, 3.
Wahrscheinlichkeitsaxiom)

Punkt 2. besagt: Kennen wir die Verteilungsfunktion, so kénnen wir die Wahrscheinlichkeit
fur jedes Intervall Ja,b] bequem angeben.

Die Formel in Satz S10-9, Punkt 2. sieht verdachtig nach einem bestimmten Integral aus,
man kann sich fragen, ob es eine Funktion gibt, deren Stammfunktion die Verteilungsfunktion
ist. Dies ist mit der Wahrscheinlichkeitsdichte in der Tat der Fall und so ist die
Wahrscheinlichkeitstheorie ein wichtiger Anwendungsfall fur die Integralrechnung:

Def D10-15 Wahrscheinlichkeitsdichte

Fiir eine stetige Zufallsvariable X: €2 — R heiRt eine integrierbare, nichtnegative reelle Funktion
X

w: R = Rmit F(X) =P(X<x) = IW(t)dt die Dichte, Dichtefunktion oder
—00

Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsvariablen X. (engl. pdf = probability density function)

Anmerkungen:
0 Warum heif3t es Dichtefunktion? — siehe Processing-Animation GaussianDensity.pde

o Die Verteilungsfunktion F(t) ist also eine Stammfunktion zur
Wahrscheinlichkeitsdichte W(t).
t 00
o Obwohl git 1= lim F(t) = lim IW(U)dU = IW(U)dU , kann W(U) an einzelnen
t—o0 t—o0 e e

Stellen U sehr wohl groRer als 1 werden.
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o Die Wahrscheinlichkeit, dass X in ein Intervall ]a,b] fallt ist gegeben durch

b
P(a<X<b)= j w(t)dt = F(b) — F(a)

Ahnlich wie in Kapitel 10.2.3 fur Mittelwert Varianz einer Stichprobe, definieren wir hier
Erwartungswert und Varianz einer Zufallsvariablen:

Def D10-16 Erwartungswert einer Zufallsvariablen

Fur eine diskrete Zufallsvariable X: € — R, die Werte X, € M annehmen kann, seien
Wp = P(X = Xm) die Wahrscheinlichkeiten. Der Erwartungswert L ist definiert durch:

n=E(X)= Z XmWm

Xm M

Fir eine stetige Zufallsvariable X mit Wahrscheinlichkeitsdichte W('[) ist Erwartungswert L:

w=E(X)= Tt -w(t)dt

—00

Der Erwartungswert gibt an, welcher Wert sich ergibt, wenn man X iber sehr viele
Zufallsexperimente mittelt.

Satz S10-10 Linearitat des Erwartungswertes

Fur Zufallsvariablen X,Y und reelle Zahlen a,beR gilt der wichtige Satz

E(@X+b)=aE(x)+b und E(X+Y)=E(X)+E(Y)

Uber den Erwartungswert kann man auch die Varianz (MaR fur die Streuung) berechnen:

Def D10-17 Varianz einer Zufallsvariablen

Fir eine Zufallsvariable X: €2 — R, die den Erwartungswert |1 besitze, ist die Varianz
VaI‘(X)ZCS2 definiert durch:
o2 = Var(X) = E|[(X - u)?]

Dies gilt gleichermal3en fur diskrete und stetige Zufallsvariablen.

Die Varianz gibt an, wie sehr die Ergebnisse fiir X um den Wert E(X) herum streuen: gar
nicht (Varianz Null), wenig (Varianz klein) oder viel (Varianz grof3).

Anmerkung und Beispiele:
o0 Der Erwartungswert fir die Augensumme bei zwei Wirfeln ist (s. Tabelle 10-6):

w= E(X):2-i+3-£+...+12-i
36 36 36
6

:(2+12)-i+(3+11)~£+...+(6+8)-£+7~—:7
36 36 36 36
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o Einein[0,a], @a>0 gleichverteilte Zufallsvariable X hat innerhalb des Intervalls die

konstante Wahrscheinlichkeitsdichte W(t) = 1/a und ist auRerhalb gleich Null (klar?
[zeichnen)). Der Erwartungswert und die Varianz sind:

1 a a
a

142
Lt

1
qu(X):J.t'—dtz
0 a

w(n

2 _a’
8 12

a 3
a 1 1 a 1
o’ =V(X)=[(t-2)*-Zdt="-|1[t-2| | ==
2" a a 2 a
0 0
o Erwartungswerte spielen eine grofl3e Rolle bei der Bewertung von Situationen mit

Unsicherheit und der rationalen Entscheidung unter Unsicherheit, wie nachfolgende
Ubungen zeigen:

Ubungen: [U3 + U4: Losung in den Ubungen]

Ul. Bewerten Sie, ob es sich lohnt, an folgendem Spiel teilzunehmen, indem Sie den

Erwartungswert fur X = "Gewinn — Einsatz" (oder fiir X = "Gewinn") ausrechnen: Beim
Wirfeln mit zwei Wirfeln erhalt man einen Gewinn von 20€ fir "Augensumme 12" und
5€ fir "Augensumme 11", ansonsten geht man leer aus. Pro Spiel ist ein Einsatz von 1€
zu zahlen.

U2. Beim Wirfeln mit 2 Wiirfeln sei d = Augendifferenz "grol3 — klein". Fir einen Einsatz
von 2€ kann man an folgendem Gewinnspiel teilnehmen:

d Gewinn
5 30€
4 10 €

Spielen Sie?
U3. Lésen Sie die Aufgabe aus der Einleitung Kap. 10.3.4 (Invest in Startup-Firma):

Haufigkeit 20% 70% 10%

Ereignis Desaster (Verlust des | passable Rendite von | marchenhafter Gewinn
gesamten Kapitals) +20% (das 3-fache Kapital)

Erwartete Rendite

Soll ich investieren, d.h. ist die Rendite besser als Sparbuch (3%), oder nicht?
U4. Sei X eine Zufallsvariable mit dreiecksformiger Wahrscheinlichkeitsdichte
at  fir 0<t<T
w(t) =
0 sonst

(a) Zeichnen Sie w(t) und bestimmen Sie die Konstante !

(b) Welchen Mittelwert E(X) hat die Zufallsvariable X?

(c) Uberlegen Sie eine sinnvolle Definition des Median t,, fiir eine stetige Zufallsvariable
X und berechnen Sie t, fir die konkrete Dichte w(t).

Lésung U1, U2, U3 in Vorlesung und U4 in den Ubungen!
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10.3.5. Wichtige Verteilungen

Bei Verteilungsfunktionen von Zufallsvariablen unterscheidet man zwischen diskreten und
stetigen Verteilungsfunktionen, je nachdem, ob die zugrundeliegende Zufallsvariable
diskret oder stetig ist. Die nachfolgende Tabelle stelllt die wichtigsten Verteilungen vor:

Tabelle 10-7 Wichtige Verteilungen

Typ Name Vorkommen Bemerkung
diskrete Binomialverteilung Ziehen mit Zuriicklegen nur 2 Versuchsausgange
Verteilung | hypergeometrische | Ziehen ohne Zuriicklegen, nur | geht fur "groRe Urne" in
Verteilung 2 Versuchsausgéange Binomialverteilung tGber
Poissonverteilung atomarer Zerfall, Server- gilt fur kleine p
Requests [Hartmann, S. 425-430]
stetige Gleichverteilung
Verteilung | Normalverteilung = | Vielfachausfihrung von "Gaussglocke",
Gaul3verteilung Zufallsexperimenten Grenzverteilung fur
Binomialvert.
Chi-Quadrat-Vert. statistische Tests [Hartmann, S. 440ff]
Exponential-Vert. Lebensdauer Dichte = const * e-Funktion
[s. Kap. 6.6, U Gluhbirnen]

Die kursiven, grun unterlegten Verteilungen behandeln wir im Rahmen dieser Einfihrung
nicht.

Binomialverteilung

Def D10-18 Bernoulli-Experiment
Ein Bernoulli-Experiment ist ein Zufallsexperiment, bei dem es nur zwei Ausgange gibt: Ereignis

das Ereignis A tritt ein (Wahrscheinlichkeit p) oder nicht, also tritt Ereignis A ein

(Wahrscheinlichkeit 1-p). Wird ein Bernoulli-Experiment n-mal hintereinander ausgefiihrt, so spricht
man von einer Bernoulli-Kette der Lange n.

Wie wahrscheinlich ist es, dass in einer Bernoulli-Kette der Lange n genau k-mal A eintritt?
Sei X die Zufallsvariable, die das Eintreten von A z&hlt. Wie wahrscheinlich ist P(X=K)?

Ein typischer Experimentausgang fur n=5 und k=3 ist (A’ AA, A’A)

vV
n-mal

p Wabhrsch., dass k bestimmte Positionen (hier: 2,3,5) mit A besetzt sind

(1-p)™ Wabhrsch., dass die (n-k) anderen (hier: 1,4) mit A besetzt sind

n
(k] Anzahl der k-Teilmengen in Positionsmenge {1,2,...,n}

Satz S10-11  Binomialverteilung

Gegenben sei eine Bernoulli-Kette der Lange n, bei der Ereignis A mit P(A)=p eintritt. Sei X
eine diskrete Zufallsvariable, die die Anzahl der Versuche z&hlt, in denen Ereignis A eintritt. X
heil3t binomialverteilt mit den Parametern n und p oder kurz bn,p-verteilt und es gilt:
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n
b,,(K)=P(X=k)= (kak(l— p)"* (zu [EJ siehe Def D10-11)

Erwartungswert E(X) und Varianz Var(X) einer binomialverteilten Zufallsvariablen sind

E(X)=np und Var(X) =np(1-p)

Den Beweis der (Uberraschend einfachen!) Formeln fur E(X) und Var(X) findet man in
[Hartmann04, S. 421]. Er ist nicht schwer.
Hypergeometrische Verteilung

Diese Verteilung hatten wir schon in Kapitel 10.3.2 "Kombinatorik", Ubung U3 (4 Richtige
bei 6-aus-49), berechnet. Es gilt

Satz S10-12 hypergeometrische Verteilung

Eine Urne enthalte N Kugeln, davon S schwarze. Eine diskrete Zufallsvariable Y, die bein Zigen
ohne Zuricklegen aus einer Urne die Anzahl der schwarzen Kugeln zahlt, heif3t

hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, S und n oder kurz hN,S,n -verteilt. Es ist

o
s (k) = P(Y =Ky = AT
()
Fur N>>n gilt mit p=S/N als gute Naherung:
h N,S,n (k) ~ bn,p (k)

S
(zu [kj siehe Def D10-11)

Auch hier ist fur gro3e N, n und k die Berechnung miihsam. Es gibt wieder entsprechende
Vereinfachungen (Wenn das Reservoir N grol3 ist, ist der Unterschied zwischen "Ziehen mit"
und "Ziehen ohne Zuriicklegen" gering >> Binomialverteilung)

Ubung: Aus Urne mit N=60 Kugeln, davon 6 weie, werden 2 Kugeln mit/ohne Zuriicklegen
gezogen. Wie wahrscheinlich ist "weil3-weil3"?

Gleichverteilung

Dies ist die einfachste stetige Verteilung. Wir hatten ihre wichtigsten Eigenschaften bereits in
dem Beispiel nach Def D10-16 notiert. Es gilt

Satz S10-13  Gleichverteilung

Eine in [a,b] R gleichverteilte stetige Zufallsvariable X, besitzt folgende Eigenschaften:

1 .
oy fir a<t<b

0 sonst

Wahrscheinlichkeitsdichte W (t) = {

a+b
Erwartungswert E(X) = T

b— 2
Varianz V(X) = %
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Anmerkungen
o Fur [0,1]-gleichverteilte Zufallsvariablen gilt also Erwartungswert 0.5 und Varianz =
1/12. D.h. im Intervall [u-c, p+c] liegen [0.5+$—(0.5—$)] = % =57.7%, also
rund 60% der Daten. Diese Aussage ,Es liegen 57.7% der Daten in [u-o, uto]” gilt
auch allgemein fir in [a,b]-gleichverteilte Zufallszahlen.

0 Ein Zufallsgenerator auf dem Computer muss notwendigerweise diese beiden
Bedingungen erfiillen (dariiber hinaus noch weitere Bedingungen wie "frei von
Korrelation", die wir hier nicht behandeln)

o Die Gleichverteilung kommt in der Natur eher selten vor. Sie ist aber bei
Computersimulationen oft der Ausgangspunkt, um diskrete Ereignisse zu wurfeln.
Beispiel: Erzeugt die Funktion rnd() [0,1[-verteilte Zufallszahlen, dann ist
Int(37*rnd()) geeignet, um ein Roulette zu simulieren.

Normalverteilung = Gaussverteilung

Die Normalverteilung ist die wichtigste stetige Verteilung. Sie spielt in praktisch allen
Anwendungen der Statistik eine grol3e Rolle.

Def D10-19 Normalverteilung (Gaussverteilung)

Eine stetige Zufallsvariable X: €Y — R heiRt normalverteilt mit Mittelwert JL und
Standardabweichung G oder kurz N(M,G)-verteilt, wenn ihre Dichtefunktion

2
w(t):iexp —w
o+ 2T 26

lautet.

Die Normalverteilung hat die typische Form der Gauss'schen Glockenkurve:
a.

AT
N O

) o 4 & g

u-c uto | .

Die Parameter L und G lassen sich auch unmittelbar aus der grafischen Darstellung der
Dichtefunktion ablesen: Die Gauss'sche Glockenkurve hat ihr Maximum bei t=p und ihre
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Wendepunkte bei u1—c und p+o.
Bei der Gaussverteilung liegen 68.2% der Daten in [u-G, utc]. (Beweis s. U1)

Fur praktische Anwendungen braucht man neben der Dichte auch die Verteilungsfunktion

F(t) = P(X<t) (s. Def D10-14). Diese ist leider fiir die Normalverteilung nicht mehr iiber
elementare Funktionen darstellbar, sondern man muss Tabellen oder Naherungsverfahren

benutzen. Das Problem laf3t sich aber fur alle i und G auf eine Tabelle zurtckfihren:

Def D10-20 Standardnormalverteilung, Verteilungsfunktion ®(x)

Die Normalverteilung N(O,l) mit Erwartungswert 0 und Standardabweichung 1 heil3t
Standardnormalverteilung. lhre Verteilungsfunktion ist
z t2

®(z) =P(Z<72) =% j e 2t

lautet. (D(Z) gibt also die Wahrscheinlichkeit an, dass eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z
nicht grofer als Z ist.

Die Verteilungsfunktion (engl. cdf = cumulative density function) hat die folgende Form

1

Maple:
0.8
1 with(stats):

plot(stateval f[cdf,
normald[0,1]], -3..3,
colour=red, thickness=3);

oy
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Alternative Darstellung: Die Verteilungsfunktion ist die Flache unter der Standard-
Dichtefunktion bis zum Punkt z:

Maple:

w:= z->stateval f[pdf,
normald[0,1]]1(2);

pl:=plot(w(z),z=-4..4,

thickness=3,color=blue):

p2:=plot(w(z),z=-4..1,
filled=true,color=green,
thickness=2):

display(pl,p2);

Tabelle 10-8 Verteilungsfunktion CD(Z) der Standardnormalverteilung (Ausschnitt)

z a 1 2 3 4 S 6 7 8 9
a.a A.5888 A.5A48 A.5888 A.5128 A.5168 A.5199 A.5239 A.5279 A.5319 A.5359
8.1 8.5398 B8.5438 A.5478 8.5517 8.5557 B.5596 B.5636 B.5675 0.5714 8.5753
8.2 8.5793 B.5832 A.5871 A.5918 B.5948 B.5987 B.6826 B.68641 B.6183 B.6141
8.3 8.6179 B.6217 B.6255 8.6293 8.6331 B.6368 B.6486 B.6443 0.6488 B.6517
0.4 B.6554 B.6591 A.6628 BA.6664 B.6708 B.6736 B.6772 B.6888 0.6844 8.6879
8.5 8.6915 B.6958 8.6985 8.7019 8.7854 B.7888 B.7123 8.7157 0.7198 B.722Z24
8.6 B.7257 B.7291 A.7324 8.7357 B.7389 B.7422 B8.7454 8.7486 0.7517 8.7549
8.7 B.7588 B.7611 B.7642 B.7673 B.7784 B.7734 B.7764 B.7794 8.7823 8.7852
8.8 A.7881 B.7918 A.7939 A.7967 A.7995 A.8823 A.8651 A.8879 A.8186 A.8133
8.9 8.8159 B8.8186 A.8212 A.8238 A.8264 6.8289 0.8315 A.8348 A.8365 A.8389
l.B—mB.MBB A.8461 #.8485 A.8588 A.8531 A.8554 B.8577 B#.8599 A.8621
1.1 . 8.8665 A.8686 B.8708 6.8729 A.8749 0.8770 B6.8799 0.8818 A.8838
1.2 A.8849 #.8869 A.8888 A.89A7 A.8925 A.8944 A.8B96Z A.898A A.8997 A.9815
1.3 0.9632 B8.9849 A.9866 B.96882 A.9699 B.9115 A.9131 B.9147 08.9162 8.9177
1.4 8.9192 8.9287 B8.922Z2 8.9236 B.9251 B.9265 B.9279 B.929Z 0.9386 B.9319
1.5 8.9332 8.9345 8.9357 8.9370 8.9382 8.9394 8.9486 0.9418 0.9429 8.9441
§(1) = 8.8413

[Nachkommastellen erlautern]

In vielen Féllen interessiert auch die inverse Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung. Man sucht bei vorgegebenem Q& [0,1] diejenige Stelle Zg mit
®(z4)=0. Anschaulich bedeutet Z die Stelle, bis zu der unter der Dichtefunktion die Flache
( aufgelaufen ist. Man nennt Z4 das g-Quantil.

[an Bild erklaren!]

Beispiel: Man bestimme aus Tabelle 10-8 das g-Quantil fir q=0.9.

Lésung mit "n&chster Nachbar": Im Tabelleninnern den Wert suchen, der 0.9 am néachsten

ist: ©(1.28)=0.8997 und damit z4=1.28.

Lésung mit "linearer Interpolation”: Aus der Tabelle entnimmt man ®(1.28)=0.8997 und

®(1.29)=0.9015. Zwischen 1.28 und 1.29 liegt also der Punkt Zg. Via Dreisatz bzw.
lineare Interpolation erhalten wir
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z,-1.28 _
k . Z4 —1.28 =0.0003 oL
0.9-0.8997 0.9015 —0.8997 0.0018
und damit Z4=1.2816.

Fiar Berechnungen mit Normalverteilungen gelten folgende niitzlichen Beziehungen:

Satz S10-14 Regeln fur Normalverteilungen

1. O(-2) =1-D(2).
X—p
2. 1st X eine N(1,G)-verteilte Zufallsvariable, so ist £ = v N(0,1)-verteilt.

b _
3. Fur die Verteilungsfunktion F(0)=P (X<b) gilt: F(b) = Q)(TM)

. Pla<X<b)= cp(b‘—“] - cp(ﬂ]

0) &)
5.q:CD(zq) = 1—q:CD(—zq)

6. Ist Zy das g-Quantil einer N(O,l)—VerteiIung, so ist Xq = G-Zq+},t das g-Quantil einer
N(M,G)-Verteilung.

Beispiel 1: Die KorpergréRe in Metern bei einer Gruppe von Menschen sei normalverteilt
mit Mittelwert 1.75 und Standardabweichung 0.20. Man bestimme die Korpergroi3e, die
Menschen nicht Uberschreiten, welche zum (unteren) 0.06-Quantil gehdren.

Ldsung: Zunachst bestimmt man das 0.06-Quantil der Standardnormalverteilung

0.06=P(Z<7,)=D(z,) < 094=d(-z,)

Diese Umformung gilt wg. Satz S10-14, Nr. 5. Der Tabelle 10-8 entnehmen wir -Zq=l.56
(n&chstgelegener Wert, ohne lineare Interpolation).

Nach Satz S10-14, Nr. 6 ist dann das Quantil Xq der N(1.75,0.2)-Normalverteilung
gegeben durch Xq = GZq +u= 0.2- (—1.56) +1.75=1.438 .

Fur die kleinsten 6% aus der Menschengruppe gilt also, dass sie eine Korpergrof3e von
hochstens 1.438 m haben.

Ul. Wie grol3 ist bei obiger Verteilung die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Mensch grofier als 2.00 ist?

U2. X sei eine N(u, o)-verteilte Zufallsvariable. Wie grof ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass X innerhalb des 1o (bzw. 20, 30)-Intervalls um u
herum liegt?

Us. Sie sind Sys-Admin. Die durchschnittliche Wartezeit zwischen zwei
Hacker-Attacken auf Ihrem zentralen Server sei N(48h,6h)-verteilt. Gerade ist
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eine Attacke passiert. In welchem Zeitintervall ist mit 82% mit der nachsten
Attacke zu rechnen?

10.3.6. Der zentrale Grenzwertsatz

Motivation: Ein Versuch mit Ausgang A oder A mit P(A)=40% wird 1000-mal wiederholt.
Wir zahlen in X die Anzahl der A's. Wie wahrscheinlich ist P(X<450)?

n
Nach der Binomialverteilung missten wir by, 5 (K) = P(X =k) = (kjpk Q- p)n_k fur

k=0,1,...,449 ausrechnen und alles aufaddieren. Nicht nur dass das eine Riesenarbeit ist, die
Zahlen wirden so grof3 und so klein, dass sie jeden Taschenrechner sprengen. Was also
tun?

Die Rettung kommt in Form der Normalverteilung. Sie ist — und das ist ein wichtiges und
tiefliegendes Resultat der Statistik — die Grenzverteilung fur viele wichtige
Zufallsexperimente ist, die sich entweder sonst nur schwer ausrechnen lassen und/oder die
oft vorkommen:

Satz S10-15 Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X1,X,, ... , X, unabhangige Zufallsvariablen, die alle die gleiche Verteilung mit Erwartungswert
p und Varianz o’ haben. Sei S, = X; + X, + ... + X,, die Summe, eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert nu und Varianz no®. Dann konvergiert diese Zufallsvariable gegen eine geman

N(nw, v no? ) verteilte Zufallsvariable, das heiRt

lim P(S, < x) = IimPMsz =®(z) mit z=

n—oo n—oo /nGZ ncz

Die Konvergenz erfolgt recht schnell, schon fiir n>30 kénnen wir meist die Rechenregel

plSn =M L a()
‘\/nGZ

(ohne Limes) mit guter Genauigkeit anwenden.

Anmerkungen:
0 Umgangssprachlich: Fihrt man ein Zufallsexperiment oft genug (n>30) durch, ist
die Summe der Resultate in etwa normalverteilt.
o0 Fur alle Experimente und Messungen, die n-mal unabhangig wiederholt werden, trifft
dieser Satz zu.
0 Man beachte, dass der Satz vollig unabhangig von der Art der Verteilung gilt, die die

Xi haben (!1). Jede Verteilung strebt bei n-facher Wiederholung und Summation
gegen die Normalverteilung.

Ein wichtiger Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes ist der Satz von Moivre-Laplace,
der die Binomialverteilung behandelt:
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Fur grofRe n und k ist die Berechnung der Binomialkoeffizienten miihsam. Noch mihsamer

ist fiir "k in der Mitte" die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten P(X<Kk) wg. der Summen
Uber Binomialkoeffizienten. Glicklicherweise gibt es, gerade fir grol3e n, eine
Vereinfachung, namlich die Gaul3verteilung nach dem zentralen Grenzwertsatz:

Satz S10-16  Satz von Moivre-Laplace

Seien X eine b, p-verteilte Zufallsvariable. Dann ist, falls np>5 und n(1-p)>5, folgende Rechnung in
guter Naherung mdoglich:

P(rgXSS)zq)[s—np+0.5j_q)[r—np—0.5J

Vnp(1-p) Vnp(1-p)

P(X < 5) q{wj

Vnp(l-p)

Ul. Die Wahrscheinlichkeit einer Jungengeburt sei 0.52. Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass unter 1000 Geburten mehr als 500 Madchen sind?
u2. Losen Sie die Aufgabe aus der Motivation: Ein Versuch mit Ausgang A

oder A mit P(A)=40% wird 1000-mal wiederholt. Wir zahlen in X die Anzahl
der A's. Wie wahrscheinlich ist P(X<450)?
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10.4.

Fazit Statistik

Viele wichtige Begriffe der Beschreibenden Statistik und Wahrscheinlichkeit wurden in
diesem Kapitel eingeftihrt. Versuchen Sie die Licken in nachfolgender Tabelle zu fillen:

Tabelle 10-9

Beschreibende Statistik Wahrscheinlichkeitstheorie Kap.

Merkmal (quantitativ)

Auspragung eines Merkmals

Menge der Auspragungen

rel. Haufigkeit h;

kumulierte Haufigkeit H;

Verteilungsfunktion F(x)

Histogramm f(x)

Erwartungswert p, E(X)

(empirische) Varianz s?

(empirische) Std.-abweichung s

Was hangenbleiben sollte:
o0 aus der beschreibenden Statistik:

(0}
(0}
(o}

wie man relative Haufigkeiten und Histogramme berechnet,
wie man Mittelwert, Median und Varianz einer Stichprobe ermittelt
wie man einen Boxplot erstellt bzw. was seine Elemente bedeuten

o aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

(o}
(0}
(0}

die 4 Grundformeln der Kombinatorik (Urnenexperimente)
wie man bedingte Wahrscheinlichkeiten ausrechnet

wie man Erwartungswert und Varianz von (stetigen oder diskreten)
Zufallsvariablen ausrechnet

der Zusammenhang zwischen Wahrscheinlichkeitsdichte und
Verteilungsfunktion,

was die Binomialverteilung ist und wann sie durch Normalverteilung
approximierbar ist

was die Normalverteilung (Gaussverteilung) ist und wie man
Wahrscheinlichkeiten fir normalverteilte Zufallsvariablen ausrechnet
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10.4.1. Whereto go from here

Vertiefungsmaglichkeiten: Wenn Sie mehr Uiber Statistik lernen wollen und wissen wollen,
was man noch mit Statistik machen kann:

Interessante Statistik-Apps:
http://www.graphpad.com/quickcalcs/

[Gigerenzer09] Gerd Gigerenzer: Das Einmaleins der Skepsis: Uber den richtigen Umgang
mit Zahlen und Risiken, Berlin Verlag, 2009. Wieso man Zusammenh&nge mit bedingten
Wahrscheinlichkeiten viel besser begreifen kann, wenn man sie als naturliche Haufigkeiten
ausdruckt. Positiv rezensiert unter http://www.gavagai.de/philrezi/HHPRZ18.htm.

Das wichtige Gebiet der SchlieRenden Statistik (manche sagen: hier fangt die Statistik erst
an) haben wir in dieser Einfihrung nicht behandelt. Themen der SchlieBenden Statistik sind:

0 Wie kann ich aus Messungen an einer Stichprobe schlie3en, wie sich
(wahrscheinlich) die Gesamtheit verhalt? (Bsp. Wahl-Hochrechnungen,
Konsumentenbefragungen). Wie sicher kann ich mir sein? Diese Grundfrage gliedert
sich in folgende Teilgebiete:

o0 Parameterschatzung: Welchen Wert nimmt eine Zufallsvariable an? In
welchem Konfidenzintervall liegt sie mit welcher Sicherheit?

0 Hypothesentests: Sind die Mittelwerte zweier Stichproben signifikant
verschieden? (t-Test). Sind zwei empirisch erhobene Verteilungen signifikant
unterschiedlich? (Chi-Quadrat-Test)

0 Anpassungstests: Welche Dichtefunktion beschreibt meine zahlreichen
Zufallsexperimente bestmdglich? (Anpassen einer Funktion an Daten)

Solche Themen werden im Master Informatik (Ml + INF) behandelt.
Lit: [Hartmann04, S. 443-465], [Stingl02] oder [Teschl05, Bd. 2, S. 325-357]
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